
MOÂ HÌNH HOÙA GIAÛI TÍCH SOÁ
Toùm löôïc baøi giaûng cuûa GS. Alain Phaïm Ngoïc Ñònh

BAØI TOAÙN DÖØNG ÑAØN HOÀI TUYEÁN TÍNH

I. Baøi toaùn
Cho Ω bò chaën, môû trong R3,Γ = ∂Ω. Goïi f = (f1, f2, f3) laø löïc theå tích treân Ω.

Ta tìm u(x) = (u1, u2, u3), x ∈ Ω, laø söï dôøi choã thoûa

∑

j=1,2,3

∂

∂xj
(σiju) + fi = 0, (1)

trong ñoù
• σij laø luaät dôøi choã cho bôûi

σij =
∑

h,k=1,2,3

aijhkεhk(u), εhk(u) =
1

2
(
∂uk

∂xh
+

∂uh

∂xk
),

vôùi aijhk = ajihk = akhij ∈ L∞(Ω), vaø thoûa ñieàu kieän khaùng töø

∃α > 0,
∑

i,j=1,2,3

εijσij ≥ α
∑

i,j=1,2,3

|εij|2,

hay ∑

i,j,h,k=1,2,3

aijhkεijεhk ≥ α
∑

i,j=1,2,3

|εij|2.

• Ñieàu kieän bieân 



ui = Ui, on Γ1,
3∑

j=1

σij(u)nj = Fi, on Γ2,
(2)

trong ñoù −→n laø phaùp tuyeán ngoaøi vaø F = (Fi) laø öùng suaát.
Trong tröôøng hôïp khoâng chia bieân thì ñieàu kieän bieân laø

∑
j=1,2,3 σij(u)nj = Fi

treân Γ.
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II. Laäp coâng thöùc bieán phaân
Coâng thöùc Green. Ta ñaët

(Au)i = −
∑

j=1,2,3

∂

∂xj
(σij(u)),

a(u, v) =
∑

i,j=1,2,3

∫

Ω

σij(u)εij(v)dx.

Khi (u, v) ∈ (D(Ω))3 thì

a(u, v) =
∑

i,j=1,2,3

∫

Ω

σij(u)
∂vi

∂xj
dx

= −
∑

i,j=1,2,3

∫

Ω

∂

∂xj
σij(u)vidx +

∑

i,j=1,2,3

∫

Γ

σij(u)vinjdδ.

Boå ñeà 1. Khi (u, v) ∈ (D(Ω))3 ta coù

a(u, v) = (Au, v) +
∑

i,j=1,2,3

∫

Γ

σij(u)vinjdδ,

(Au, v) =
∑

i=1,2,3

∫

Ω

(Au)ividx.

Boå ñeà 2. Cho u ∈ (D(Ω))3, v ∈ (H1(Ω))3. Thì
∑

j σijnj ∈ (H−1/2(Γ))3, trong ñoù
H−1/2(Γ) laø khoâng gian ñoái ngaãu cuûa H1/2(Γ) = γ0(H

1(Ω)), vôùi γ0 laø aùnh xaï veát.
Boå ñeà 3. Cho u, v ∈ (H1(Ω))3. Neáu

∑

j=1,2,3

∂σij(u)

∂xj
∈ L2(Ω)

thì
∑

j=1,2,3

σij(u)nj ∈ (H−1/2(Ω))3 vaø ta coù coâng thöùc Green toång quaùt

a(u, v) =
∑

i,j=1,2,3

σij(u)εij(v)

= < Au, v > +
∑

i

<
∑

j

σijnj, γ0vi >H−1/2,H1/2 .

III. Laäp coâng thöùc bieán phaân cuûa baøi toaùn (1)-(2)
Nhaân (vi − ui) vaøo (1) vaø laáy tích phaân töøng phaàn, ta coù

−
∑

i,j=1,2,3

σij(u)
∂(vi − ui)

∂xj

+
∑

i,j=1,2,3

∫

Γ

σij(vi − ui)nj +
∑

i

∫

Ω

fi(vi − ui) = 0
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Giaû söû ui = vi treân Γ1 thì

a(u, v − u) =
∑

i

∫

Ω

fi(vi − ui)dx +
∑

i

∫

Γ2

Fi(vi − ui)dx.

Khung caûnh phieám haøm
Ta giaû söû F = (Fi) ∈ (L2(Γ2))

3 vaø ñaët

Uad = {u ∈ V |ui = Ui(Γ1)},

(u, v)1 =
∑

i

∫

Ω

uividx +
∑

i,j

∫

Ω

∂ui

∂xj

∂vi

∂xj
dx.

Boå ñeà 4. Uad loài, ñoùng trong V = (H1(Ω))3.
Muïc ñích. Ta caàn tìm u ∈ Uad sao cho

a(u, v − u) = 〈f, v − u〉 +
∑

i

∫

Γ2

Fi(vi − ui). (3)

Ta deã daøng chöùng minh baøi toaùn (3) töông ñöông vôùi baøi toaùn cöïc tieåu

inf
u∈Uad

J(u) (4)

vôùi
J(u) =

1

2
a(u, u)− 〈f, u〉 −

∑

i

∫

Γ2

Fiui.

Hôn nöõa, ta coù
Ñònh lyù. Baøi toaùn (3) hay (4) töông ñöông vôùi baøi toaùn (1)-(2).
Ñeå chöùng minh baøi toaùn (3) hay (4) coù nghieäm duy nhaát, ñieàu quan troïng laø

chöùng minh tính khaùng töø cuûa toaùn töû a.

IV. Baát daúng thöùc Korn
Vôùi v ∈ V , ñaët

|||v||| = (
∑

i,j

∫

Ω

|εi,j(v)|2 +
∑

i

∫

Ω

|vi|2)1/2.

Ta coù
Baát ñaúng thöùc Korn Toàn taïi haèng soá c > 0 sao cho

|||v|||2 ≥ c2||v||2V , ∀v ∈ V.

Ñieàu naøy töông ñöông vôùi
Ñònh lyù. Chuaån |||.||| töông ñöông vôùi chuaån thoâng thöôøng treân V. Töø ñoù, ta deã
daøng chöùng minh keát quaû sau

3



Boå ñeà. AÙnh xaï u → 2
√

a(u, u) loài ngaët treân Uad.
Ñònh lyù. Toàn taïi c1, c2 > 0 sao cho

a(v, v) ≥ c1||v||2V − c2, v ∈ V.

Töø ñoù ta coù ngay
Boå ñeà 5. Phieám haøm

J(v) =
1

2
a(v, v)− L(v), ∀v ∈ Uad,

thoûa maõn

lim
||v||V →∞

J(v) = +∞,

töùc J khaùng töø.

V. Giaûi baøi toaùn (1)-(2)
Nhaéc laïi laø baøi toaùn (1)-(2) töông ñöông vôùi baøi toaùn (3) hay baøi toaùn cöïc tieåu hoùa

(4). Xem (1)-(2) nhö laø (3), ta coù
Ñònh lyù 6. Baøi toaùn (3) coù moät lôøi giaûi duy nhaát u ∈ Uad.
Xem (1)-(2) nhö laø (4), ta seõ laäp coâng thöùc ñoái ngaãu cuûa (4).
Laäp coâng thöùc ñoái ngaãu.
Vì

σij =
∑

h,k=1,2,3

aijhkεhk(u)

vôùi ∑

i,j=1,2,3

εijσij ≥ α
∑

i,j=1,2,3

|εij|2

hay ∑

i,j,h,k=1,2,3

aijhkεijεhk ≥ α
∑

i,j=1,2,3

|εij|2.

Chuù yù laø neáu A laø ma traän ñoái xöùng vaø xaùc ñònh döông thì A khaû nghòch. Do ñoù ta
coù theå tính

εhk =
∑

i,j=1,2,3

Aijhkσij(u).

Töø ñoù ta coù theå vieát baøi toaùn ñoái ngaãu, trong ñoù caùc heä soá Aijhk thoûa maõn tính chaát
ñoái xöùng, khaùng töø, vaø ñeàu, gioáng nhö aijhk .
Ñònh lyù 7. Neáu u laø lôøi giaûi cuûa (1)-(2), thì σ = (σij(u)) laø lôøi giaûi duy nhaát cuûa
phieám haøm L(τ ), trong ñoù

L(z) =
1

2

∑

ijhk

∫

Ω

Aijhkτijτhk −
∑

ij

∫

Γ1

Uiτijnjds,
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vôùi caùc raøng buoäc 



τij = τji ∈ L2,
∑

j

∂

∂xj
(τij) + fi = 0,

∑

j

τijnj = Fi, on Γ2.

Trong thöïc teá, thöôøng ta seõ giaûi baøi toaùn ñoái ngaãu tröôùc.

BAØI TOAÙN MOÄT PHÍA TRONG ÑAØN HOÀI TUYEÁN TÍNH

I. Baøi toaùn
Ta caàn xaùc ñònh tröôøng dôøi choã u(x) = (ui(x)) trong moät tröôøng raøng buoäc

(σij(u)) sao cho
∑

j

∂

∂xj
(σij(u)) + fi = 0, x ∈ Ω, (1)

trong ñoù

σij(u) =
∑

hk

aijhkεhk(u), εij(u) =
1

2
(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

thoûa tính khaùng töø (elliptic)
∑

ij

σij(u)εij(u) ≥ α
∑

ij

|εij(u)|2,

vaø caùc ñieàu kieän bieân
σi :=

∑

j

σijnj = Fi (2)

treân Γ1 vaø 



σT = 0, Γ2,

uN ≤ 0, Γ2,

uN = 0 ⇒ σN ≤ 0,

uN < 0 ⇒ σN = 0,

(3)

treân Γ2, trong ñoù u(x) = uN
−→n + −→uT .

Ta cuõng giaû thieát fi ∈ L2(Ω), Fi ∈ L2(Γ1).
YÙ nghóa. Baøi toaùn xeùt moät coá theå naèm treân moät giaù ñôõ, maø bieân Γ coù theå söùt taïi
ñieåm khoâng bieát. Baøi toaùn naøy laø moät baøi toaùn môû, ôû ñaây mình xeùt trong 1 tröôøng
hôïp ñôn giaûn.

II. Laäp coâng thöùc bieán phaân
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1.Tính toaùn hình thöùc
Töø phöông trình ∑

j

∂

∂xj
σij(u) + fi = 0,

laáy tích phaân töøng phaàn ta coù

−
∑

ij

∫

Ω

σij(u)εij(v − u)dx +

∫

Ω

∑
fi(vi − ui)dx +

∫

Γ

∑

ij

σij(vi − ui)njds = 0.

Ñaët

a(u, v) =
∑

ij

∫

Ω

εij(v)σij(u)dx.

• Neáu u laø lôøi giaûi cuûa (1) − (3) thì u thoûa

a(u, v − u)−
∑

i

∫

Ω

fi(vi − ui)dx −
∑

i

∫

Γ1

Fi(vi − ui) =

∫

Γ2

σNvNds

vôùi moïi v ∈ (H1(Ω))3.
• Ta seõ tìm u ∈ H1, uN ≤ 0 vaø

a(u, v − u) − 〈f, v − u〉 − 〈F, v − u〉(L2(Γ1))3
≥ 0

vôùi moïi v ∈ (H1)3, vN ≤ 0 treân Γ2

2. Laäp coâng thöùc bieán phaân töông ñöông
Ñaët V = (H1(Ω))3, Uad = {v ∈ V : vN ≤ 0 treân Γ2}.

Boå ñeà 1. Uad laø moät hình noùn loài ñoùng chöùa 0.
Boå ñeà 2: Baøi toaùn (1) − (3) töông ñöông vôùi baøi toaùn döôùi ñaây:
Tìm u ∈ Uad sao cho

a(u, v − u) − L(v − u) ≥ 0, ∀v ∈ Uad, (4)

trong ñoù

L(v) =

∫

Ω

fv +

∫

Γ1

Fv.

III. Giaûi. Ñaët
R̃ = {v ∈ V |εij(v) = 0,∀i, j} ,

R∗ =
{
p ∈ R̃|pN ≤ 0 on Γ2

}
.

Ñieàu kieän caàn ñeå toàn taïi nghieäm laø

a(u, p) = 0, 〈f, p〉 + 〈F, p〉Γ1
≤ 0

vôùi moïi p ∈ R∗ .
Ñeå chöùng minh söï toàn taïi nghieäm, mình aùp duïng moät ñònh lyù cuûa Lions-

Stampachia.
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Cho khoâng gian Hilbert (V, ||.||), ||v|| = p0(x) + p1(x). Giaû söû
• p0 laø chuaån tieàn Hilbert, p1 laø nöûa chuaån treân V.
• Y = {v ∈ V |p1(v) = 0} höõu haïn chieàu.
• ∃c1 > 0, inf

y∈Y
p0(v + y) ≤ c1p1(v), ∀v ∈ V .

• a(u, v) song tuyeán tính, lieân tuïc treân V × V vaø nöûa lieân tuïc döôùi yeáu, töùc laø

∃c2 > 0, a(v, v) ≥ c2p
2
1(v), ∀v ∈ V.

• K loài ñoùng trong V, chöùa 0, vaø f ∈ V ′ thoûa maõn

〈f, y〉V ′ ,V ≤ 0, ∀y ∈ Y ∩ (K\{0}).

Thì toàn taïi u ∈ K laø lôøi giaûi baøi toaùn

a(u, v − u)− 〈f, v − u〉 ≥ 0, ∀v ∈ K.

IV. Tính duy nhaát
Chuùng ta coù tính duy nhaát theo nghóa cuûa tröôøng bieán daïng vaø tröôøng raøng buoäc,

töùc laø tröôøng dôøi choã u coù theå cheânh nhau bôûi R̃.
Ñònh lyù. Döôùi giaû thieát f ∈ L2(Ω), F ∈ L2(Γ1) vaø

〈f, p〉 + 〈F, p〉 ≤ 0, ∀p ∈ R∗.

Thì baøi toaùn bieán phaân (4)

a(u, v − u)− L(v − u) ≥ 0, ∀v ∈ Uad

coù nghieäm duy nhaát u ∈ Uad theo nghóa cheânh nhau R̃.

BAØI TAÄP

Cho Ω laø taäp môû, bò chaën trong Rn , bieân Γ ñeàu. Xeùt heä phöông trình
{
−µ∆−→u − (λ + µ)

−−→
grad(div−→u ) =

−→
f on Ω,

u|Γ = 0,
(1)

vôùi µ, λ laø caùc haèng soá döông.
Caâu 1. Vieát coâng thöùc bieán phaân cho baøi toaùn (1). Chöùng minh baøi toaùn (1) töông
ñöông vôùi cöïc tieåu hoùa cuûa phieám haøm

J(v) =
1

2

∫

Ω

(
λ (divv)2 + 2µ

∑

ij

ε2
ij(v)

)
dx −

∫

Ω

fvdx
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vôùi v ∈ (H1
0 )n , trong ñoù

εij(v) =
1

2

(
∂vj

∂xi
+

∂vi

∂xj

)
.

Caâu 2. Chöùng minh
∑

ij

∫

Ω

ε2
ij(v) ≥ C

∑

ij

∫

Ω

∣∣∣∣
∂vi

∂xj

∣∣∣∣
2

vôùi moät haèng soá C ñoäc laäp vôùi v ∈ (H1
0 )n. Töø ñoù suy ra tích voâ höôùng

〈u, v〉 =
∑

ij

∫

Ω

εij(u)εij(v)

xaùc ñònh moät chuaån töông ñöông vôùi chuaån thoâng thöôøng cuûa (H1
0 )n.

AÙp duïng ñeå chöùng minh söï toàn taïi duy nhaát nghieäm cuûa baøi toaùn bieán phaân.

Caâu 3. Ñaët λ = 1
ε
, ε > 0, ε → 0. Vôùi moãi ε, goïi uε laø lôøi giaûi cuûa baøi toaùn

töông öùng. Chöùng minh raèng khi ε → 0+ thì uε → u (theo nghóa thích hôïp), trong
ñoù u laø lôøi giaûi baøi toaùn

{
−µ∆−→u −

−−→
grad(p) =

−→
f on Ω,

u|Γ = 0, divu = 0.

BAØI TOAÙN NAVIER STOKES (N=2)
Cho Ω ⊂ R2,Γ = ∂Ω ñeàu. Xeùt baøi toaùn tìm (u, p) sao cho





∂u

∂t
− ∆u +

2∑

i=1

uiDiu +
−−→
gradp = f in Q = (0,T)×Ω,

div u = 0,

u|∂Ω = 0,

u(x, 0) = u0(x),

(1)

trong ñoù f, u0 cho tröôùc.

I. Sô boä
Kí hieäu. Ñaët

γ =
{
ϕ ∈ (C∞

c )2, divϕ = 0
}

,

V = γ(H1
0 )2 =

{
v ∈ (H1

0 )2, divv = 0
}

, H = γ(L2)2,

a(u, v) =
∑

i,j

∫

Ω

Diuj.Divjdx =
∑

j

∫

Ω

∇uj.∇vjdx,

b(u, v,w) =
∑

i,j

∫

Ω

ui(Divj)wjdx.
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Boå ñeà 1. (u, v,w) 7→ b(u, v,w) laø moät daïng tam tuyeán tính lieân tuïc treân (H1
0 )3.

Boå ñeà 2. Vôùi moïi u, v ∈ V thì
{

b(u, v, v) = 0,

b(u, v, u) = −b(u, u, v).

Ñònh lyù (Lions) (chaáp nhaän) Cho caùc khoâng gian Banach X0 ⊂ X ⊂ X1 vôùi caùc pheùp
nhuùng lieân tuïc, trong ñoù X0,X1 phaûn xaï, X0 ⊂ X vôùi pheùp nhuùng compact. Cho
caùc soá thöïc döông T, α0, α1. Ñaët

W =

{
v ∈ Lα0(0, T,X0)|

∂v

∂t
∈ Lα1(0, T,X1)

}
,

‖v‖W = ‖v‖Lα0 + ‖v‖Lα1 .

Thì W Banach vaø W ⊂ Lα0(0, T,X0) vôùi pheùp nhuùng compact.

II. Laäp coâng thöùc bieán phaân
Xeùt ϕ ∈ γ , ta coù

u′
1 − ∆u1 +

∑

j

uiDiu1 +
∂p

∂x1
= f1

⇒ 〈u′
1, ϕ1〉L2 − 〈∆u1, ϕ1〉 +

〈∑

j

uiDiu1, ϕ1

〉
+

〈
∂p

∂x1

, ϕ1

〉
= 〈f1, ϕ1〉

⇒ 〈u′
1, ϕ1〉L2 + 〈∇u1,∇ϕ1〉 +

∑

j

〈ui(Diu1)ϕ1〉 −
〈

p,
∂ϕ1

∂x1

〉
= 〈f1, ϕ1〉 .

Töông töï vôùi u2 vaø coäng laïi

〈u′, ϕ〉(L2)2 + a(u, ϕ) + b(u, u, ϕ) = 〈f, ϕ〉 .

Coâng thöùc treân ñuùng vôùi moïi ϕ ∈ γ , neân cuõng ñuùng vôùi moïi ϕ ∈ V .
Vaäy neáu (u, p) laø lôøi giaûi (khaù ñeàu) cuûa (1) thì





d

dt
〈u, v〉(L2)2 + a(u, v) + b(u, u, v) = 〈f, v〉 ,∀v ∈ V,

u|t=0 = u0,
(2)

trong ñoù f ∈ L2(0, T, V ′), u0 ∈ L2.
Ngöôïc laïi, neáu u laø lôøi giaûi cuûa (2) thì vôùi moïi ϕ ∈ γ , ñi ngöôïc laïi caùc bieán ñoåi

treân ta coù 〈
ξ := (u′ − ∆u +

∑

j

uiDiu − f), ϕ

〉

(L2)2

= 0.

Suy ra ξ ∈ γ⊥(L2)2 . Ta coù ñònh lyù sau (seõ chöùng minh ôû cuoái baøi)
Ñònh lyù. Neáu ξ ∈ γ⊥(L2)2 thì toàn taïi p sao cho ξ =

−−→
gradp. Khi ñoù (u, p) chính laø lôøi
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giaûi cuûa (1).

III. Giaûi baøi toaùn bieán phaân (2)
Boå ñeà 3. Cho Ω ⊂ R2, v ∈ H1

0 (Ω), thì

‖v‖L4 ≤ 21/4 ‖v‖1/2
L2 ‖∇v‖1/2

L2 .

Boå ñeà 4. Cho u ∈ L2(0, T, V ) vaø Bu xaùc ñònh bôûi

〈Bu, v〉 = b(u, u, v),∀v ∈ V.

Thì Bu ∈ L1(0, T, V ′).
Baây giôø nhaéc laïi a(u, v) =

∑
j

〈∇uj,∇vj〉 song tuyeán tính, lieân tuïc. Do ñoù ∀u ∈

V,∃Au ∈ V sao cho
a(u, v) = 〈Au, v〉 ,∀v ∈ V.

Ta coù A ∈ L(V, V ′) vaø A : L2(0, T, V ) → L2(0, T, V ′).
Vôùi caùc toaùn töû A, B , ta vieát laïi baøi toaùn

〈u′, v〉(L2)2 + a(u, v) + b(u, u, v) = 〈f, v〉 ,∀v ∈ V,

⇔ 〈u′ + Au + Bu, v〉 = 〈f, v〉 ,∀v ∈ V,

töùc laø u′ = −Au− Bu + f trong D′(0, T, V ′).
Xem soá haïng beân phaûi, do u ∈ L2(0, T, V ) neân theo Boå ñeà 4 thì Bu ∈ L1(0, T, V ′).

Suy ra u′ ∈ L1(0, T, V ′). Theo moät ñònh lyù cuûa Lions ta coù t 7→ u(t) lieân tuïc
[0, T ] → V . Noùi rieâng, cho t → 0 suy ra u0 ∈ V (ñieàu kieän ñeå ñieàu kieän ñaàu coù
nghóa).
Tuy nhieân, ta seõ muoán ñaúng thöùc u′ = −Au − Bu + f xaûy ra trong L2(0, T, V ′)

chöù khoâng phaûi laø L1(0, T, V ′).
Boå ñeà 5. Neáu u ∈ L2(0, T, V ) ∩ L∞(0, T, L2) thì Bu ∈ L2(0, T, V ′).
Töø ñoù, ta coù

Ñònh lyù 1. Neáu u laø lôøi giaûi cuûa baøi toaùn (2) öùng vôùi f ∈ L2(0, T, V ′) vaø u0 ∈ V thì

u′ = −Au− Bu + f trong L2(0, T, V ′).

Ñaët H = γL2 . Chuù yù laø H 6= L2. Ñieàu kieän u0 ∈ V coù theå nôùi roäng thaønh u0 ∈ H
(chuù yù laø neáu chæ coù u0 ∈ L2 thì khoâng ñuû).
Boå ñeà 6. Neáu u ∈ L2(0, T, V ) ∩ L∞(0, T,H) thì u ∈ L4(0, T, L4).

Söï toàn taïi lôøi giaûi
• Lôøi giaûi xaáp xæ.
Chuù yù laø V ⊂ H compact. Do ñoù baøi toaùn phoå

〈u, v〉V = λ 〈u, v〉H ,∀v ∈ V,

coù daùy caùc trò rieâng vaø vector rieâng laø (λj, wj)j , trong ñoù λj > 0, ‖wj‖V = 1.
Ta seõ duøng {wj} nhö moät cô sôû ñaëc bieät cho baøi toaùn xaáp xæ, töùc laø ta seõ tìm

un(t) =
n∑

j=1

gnj(t)wj(x)
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laø lôøi giaûi cuûa baøi toaùn trong khoâng gian Vn =< wj |j = 1, 2..., n >,




d

dt
〈un, v〉 + a(un, v) + b(un, un, v) = 〈f, v〉 ,∀v ∈ Vn,

un(0) = u0n,
(3)

hay 



d

dt
〈un, vh〉 + a(un, vh) + b(un, un, vh) = 〈f, vh〉 ,∀h = 1, 2, ..., n,

un(0) = u0n,
(4)

trong ñoù u0n ∈ Vn ñöôïc choïn sao cho u0n → u0 trong H.
Ta thaáy (4) laø moät heä vi phaân phi tuyeán vôùi bieán soá t 7→ gnj(t), coù daïng





dX(t)

dt
= F (t,X(t)),

X(0) = X0,

trong ñoù F (t, x) lieân tuïc. Theo ñònh lyù Cauchy-Ascoli, baøi toaùn naøy coù moät lôøi giaûi
cöïc ñaïi, töùc laø toàn taïi Tn ∈ [0, T ] lôùn nhaát sao cho baøi toaùn (4) coù lôøi giaûi un(t) vôùi
t ∈ [0, Tn].

• Duøng ñaùnh giaù tieân nghieäm, ta chöùng toû Tn = T .
Trong (3) choïn v = un , ta suy ra

sup ess
t∈[0,Tn]

‖un(t)‖H ≤ CT .

Ñieàu naøy cho pheùp noái daøi lôøi giaûi ñeå ñaït ñöôïc Tn = T .
Hôn nöõa, ta coù

Boå ñeà 7. un bò chaën trong L2(0, T, V ) ∩ L∞(0, T,H), töùc laø

‖un(t)‖2
H +

T∫

0

‖un(t)‖2
V ≤ CT

Boå ñeà 8. u′
n(t) bò chaën trong L2(0, T, V ′).

• Qua giôùi haïn.
Ta duøng ñònh lyù nhuùng compact cuûa Lions vôùi

α0 = α1 = 2,X0 = V,X = H,X1 = V ′

suy ra toàn taïi moät daõy con {uµ} ⊂ {un} sao cho




uµ
weak→ u in L2(0, T, V ),

uµ
weak∗→ u in L∞(0, T,H),

u′
µ

weak→ u′ in L2(0, T, V ′),

uµ → u in L2(0, T,H),

uµ(0)
weak→ u(0) in H.

(5)
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Chuù yù laø ta ñaõ coù un(0) = u0n → u0 trong H, neân söï hoäi tuï cuoái cuøng trong (5) seõ
daãn tôùi u(0) = u0. Ñeå chöùng minh u thoûa ñaúng thöùc bieán phaân, ta caàn

Boå ñeà 9. Ta coù (uµ)i(uν)j
weak→ uiuj in L2(0, T, L2).

Töø ñoù, vôùi moãi m, chuyeån qua giôùi haïn ta ñöôïc

〈u′, w〉 + a(u,w) + b(u, u,w) = 〈f,w〉 in L2(0, T ),

vôùi moïi w ∈ Vm . Vaäy ñieàu naøy ñuùng vôùi moïi w ∈ V .

IV. Tính duy nhaát
Boå ñeà Gronwall. Cho caùc haøm soá w ∈ L1(0, T ), w ≥ 0, m ≥ 0, ϕ lieân tuïc vaø C laø
moät haèng soá khoâng aâm. Giaû söû

ϕ(t) ≤ C +

t∫

0

m(σ)ϕ(σ)dσ,∀t ∈ [0, T ].

Thì

ϕ(t) ≤ C exp




t∫

0

m(σ)dσ


 ,∀t ∈ [0, T ].

Baây giôø giaû söû u1, u2 laø hai lôøi giaûi cuûa baøi toaùn bieán phaân
{
〈u′, w〉 + 〈Au,w〉 + 〈Bu,w〉 = 〈f,w〉 ,∀w ∈ V,

u(0) = u0.

Ñaët ũ = u1 − u2, thì ũ thoûa maõn baøi toaùn
{
〈ũ′, w〉 + 〈Aũ,w〉 + 〈Bu1 − Bu2, w〉 = 0,∀w ∈ V,

ũ(0) = 0.

Choïn w = ũ suy ra ũ = 0. Vaäy ta coù
Ñònh lyù. Vôùi u0 ∈ H , f ∈ L2(0, T, V ′) thì baøi toaùn bieán phaân (2) coù 1 lôøi giaûi duy
nhaát

u ∈ L2(0, T, V ) ∩ L∞(0, T,H)

sao cho u′ ∈ L2(0, T, V ′).

V. Boå tuùc
Cho Ω ∈ R2, Γ = ∂Ω ñeàu, E(Ω) = {u ∈ (L2(Ω))2| divu ∈ L2(Ω)}.

Coâng thöùc Stokes Vôùi u ∈ E(Ω), v ∈ H1 thì
〈
u,

−−→
gradv

〉
L2

+ 〈divu, v〉L2 = 〈γνu, γ0v〉H−1/2,H1/2(Γ) .

Chuù yù raèng γ0 laø aùnh xaï veát, vaø γνu = −→u .−→ν =
2∑

i=1

uiνi, vôùi −→ν = (ν1, ν2) laø phaùp

tuyeán ngoaøi.
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Nhaéc laïi kí hieäu

γ =
{
u ∈ (D(Ω))2| divu = 0

}
,

V = γ(H1
0 )2 =

{
v ∈ (H1

0 )2| divv = 0
}

, H = γ(L2)2.

Thì ta coù ñònh lyù sau, khaúng ñònh raèng toàn haøm soá p laø lôøi giaûi cuûa baøi toaùn Navier-
Stokes.
Ñònh lyù. Cho Ω môû bò chaën trong R2, Γ = ∂Ω ñeàu. Thì

H =
{
u ∈ (L2)2| divu = 0, γνu = 0

}
,

H⊥ =
{
u ∈ (L2)2| ∃p ∈ H1, u =

−−→
gradp

}
.

AÙP DUÏNG PHÖÔNG PHAÙP PHAÀN TÖÛ HÖÕU HAÏN
Cho Ω ⊂ R2 , Γ = ∂Ω ñeàu. Xeùt baøi toaùn





−∆u +
−−→
gradp = f, trong Ω,

divu = 0, trong Ω,

u|Γ = 0.

(1)

1. Neáu u ∈ V = {v ∈ (H1
0 )2| divv = 0} laø lôøi giaûi cuûa (1) thì

a(u, v) = 〈f, v〉 ,∀v ∈ V. (2)

2. Neáu (u, p) ∈ V × L2 laø lôøi giaûi cuûa (1) thì

a(u, v)− 〈p, divv〉 = 〈f, v〉 ,∀v ∈ (H1
0 )2. (3)

3. Cho Wh ⊂ (H1
0 )2, Qh ⊂ L2 chieàu höõu haïn. Ta ñaët

Vh = {vh ∈ Wh| 〈qh, divvh〉 = 0,∀qh ∈ Qh} .

Chuù yù raèng Vh khoâng chöùa trong V vaø toàn taïi duy nhaát uh ∈ Vh sao cho

a(uh, vh) = 〈f, vh〉 ,∀vh ∈ Vh. (4)

4. Goïi u laø lôøi giaûi cuûa (1) vaø uh nhö treân, thì

‖u − uh‖H1
0
≤ C

(
inf

vh∈Vh

‖u − vh‖1 + inf
qh∈Qh

‖p − qh‖L2

)
.

5. Giaû söû Ω môû, bôø ña giaùc K. Baèng phöông phaùp phaàn töû höõu haïn, ta coù theå xaây
döïng Vh , Qh vaø caùc aùnh xaï πh : (H2)2 ∩ V → Vh, Sh : H1 → Qh sao cho

‖πhv − v‖1 ≤ Ch|v|2,∀v ∈ H2 ∩ V,

‖Shq − q‖L2 ≤ Ch|q|1,∀q ∈ H1,
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trong ñoù C laø haèng soá khoâng phuï thuoäc h, |.| laø kyù hieäu nöûa chuaån.
6. Ta coù xaáp xæ

‖u− uh‖1 ≤ Ch (|u|2 + |p|1) .

BAØI TAÄP
Cho Ω laø taäp môû, lieân thoâng, bò chaën trong R2 coù bieân Γ = ∂Ω ñuû trôn.

Caâu 1. Vôùi v ∈ H1 ñaët

‖v‖1∗ =

√√√√√
∫

Ω

|∇v|2 dx +



∫

Ω

vdx




2

.

Chöùng minh raèng ‖.‖1∗ laø 1 chuaån töông ñöông vôùi chuaån thoâng thöôøng cuûa H1.

Caâu 2. Cho V =

{
v ∈ H1(Ω)|

∫
Ω

v(x)dx = 0

}
vaø f ∈ L2(Ω). Xeùt baøi toaùn bieán phaân

∫

Ω

∇u(x).∇v(x)dx =

∫

Ω

f(x)v(x)dx,∀v ∈ V.

a) Chöùng minh baøi toaùn bieán phaân treân coù 1 lôøi giaûi duy nhaát u.
b) Chöùng minh toàn taïi duy nhaát λ ∈ R sao cho

∫

Ω

∇u(x).∇v(x)dx =

∫

Ω

(f(x) − λ)v(x)dx,∀v ∈ H1(Ω).

c) Töø ñoù lieân heä vôùi baøi toaùn




−∆u = f − λ in Ω,
∂u

∂n
= 0 on ∂Ω.

Caâu 3. Giaû söû Ω laø taäp môû bò chaën trong R2 coù bieân Γ = ∂Ω laø moät ña giaùc. Ñaët
(Th)h laø moät hoï caùc tam giaùc chính quy cuûa Ω. Ta xaáp xæ H1(Ω) bôûi

Wh =
{
vh ∈ C0(Ω), vh|K ∈ P1,∀K ∈ Th

}
,

vaø xaáp xæ V bôûi Vh = V ∩Wh. Chöùng minh raèng toàn taïi duy nhaát uh ∈ Vh laø lôøi giaûi
cuûa baøi toaùn xaáp xæ

∫

Ω

∇uh(x).∇vh(x)dx =

∫

Ω

f(x)vh(x)dx, ∀vh ∈ Vh.

Caâu 4. Chæ ra moät aùnh xaï Λh : V ∩ C0(Ω) → Vh sao cho

‖Λhv − v‖1 ≤ Ch ‖v‖2 , ∀v ∈ H2.

14



Caâu 5. Giaû söû u ∈ V ∩ H2, chöùng toû

‖uh − u‖1 ≤ Ch ‖u‖2 .

VÍ DUÏ VEÀ BAØI TOAÙN KHOÂNG CHÆNH VAØ SÖÏ CHÍNH QUY HOÙA

Xeùt baøi toaùn nhieät ngöôïc thôøi gian
{

ut − uxx = 0,

u(x, T ) = ϕ(x),
(1)

vôùi t ∈ (0, T ), x ∈ R.
1. Baøi toaùn khoâng chænh
Xeùt

um(x, t) =
1

mj
e(mπ)2(T−t) sin(mπx), ϕm(x) =

1

mj
sin(mπx).

laø lôøi giaûi cuûa (1), coù
‖ϕm‖L2 → 0, ‖um‖L2 → ∞.

Ñieàu naøy coù nghóa laø moät sai soá nhoû cuûa döõ lieäu coù theå daãn tôùi moät sai soá lôùn cuûa
lôøi giaûi.
2. Chính quy hoùa
Ta seõ xeùt baøi toaùn {

vt − vxx = µvxxt,

v(x, T ) = ϕδ(x),
(2)

trong ñoù ϕδ laø döõ lieäu thoûa maõn ‖ϕδ − ϕm‖L2 ≤ δ, vaø µ laø tham soá seõ ñöôïc choïn
thích hôïp.
Bieán ñoåi Fourier baøi toaùn (1) ta ñöôïc





d

dt
û + ξ2û = 0,

û(T ) = ϕ̂,

suy ra
û(ξ, t) = eξ2(T−t)ϕ̂(ξ).

Töông töï, bieán ñoåi Fourier cuûa baøi toaùn (2) suy ra

v̂(ξ, t) = e
ξ2

1+µξ2
(T−t)

ϕ̂δ(ξ).

Söû duïng ñaúng thöùc Parseval

‖u(., t)− v(., t)‖L2 = ‖û(., t)− v̂(., t)‖L2 ,
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ta ñaùnh giaù ñöôïc sai soá giöõa u vaø v.
Ñònh lyù 1. Giaû söû ‖u(., 0)‖L2 ≤ E . Choïn

µ =
T

ln
(

E
δ

) ,

ta coù

‖u(., t)− v(., t)‖L2 ≤
C(t)E

ln
(

E
δ

) + E1− t
T δ

t
T ,∀t ∈ (0, T ],

trong ñoù

C(t) =

(
2

et

)2

(T − t)T.

Chuù yù raèng ñaùnh giaù trong Ñònh lyù 1 chæ coù hieäu löïc khi t > 0. Trong tröôøng hôïp
t = 0 ta coù keát quaû sau.
Ñònh lyù 2. Giaû söû ‖u(., 0)‖Hp ≤ E . Choïn

µ =
T

ln
(

E
δ

(
ln
(

E
δ

))−2p
),

ta coù
‖u(., 0)− v(., 0)‖L2 ≤ ε1(δ),

trong ñoù ε1(δ) → 0 khi δ → 0+ .

ÑEÀ THI CUOÁI KHOÙA THAÙNG 11 NAÊM 2007
Cho Ω = (0, 1). Ta nhaéc laïi H1

0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω), v(0) = v(1) = 0} vôùi chuaån

‖v‖H1
0

=

(∫
Ω

|v′|2 dx

)1/2

.

1. Chöùng minh raèng taäp con Ṽ = L1(Ω) xaùc ñònh bôûi

Ṽ =



v ∈ L1(Ω) : ∃g ∈ L2(Ω),

∫

Ω

v(x)ϕ′′(x)dx =

∫

Ω

g(x)ϕ(x)dx,∀ϕ ∈ D(Ω)





truøng vôùi H2(Ω).
Höôùng daãn: Ta coù theå xeùt haøm soá

Ψ(x) =

x∫

0


ϕ(ξ) − θ(ξ)

1∫

0

ϕ(η)dη


 dξ, ϕ, θ ∈ D(Ω)

vôùi
1∫
0

θ(t)dt = 1.
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2. Cho phieám haøm J : Rm → R lieân tuïc sao cho lim
‖v‖Rm→∞

J(v) = +∞. Chöùng

minh raèng
∃um ∈ Rm : J(um) = inf

v∈Rm
J(v).

3. Cho haøm f : [0, 1] × R → R lieân tuïc vaø bò chaën.
a// Chöùng minh raèng taäp {ϕj}j=1,2,... vôùi ϕj =

√
2 sin(jπx) laø moät cô sôû cuûa

H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω) = V vôùi chuaån ‖u‖V =

[
1∫
0

(
|u′|2 + |u′′|2

)
dx

]1/2

.

b// Cho Vm laø khoâng gian con m chieàu sinh bôûi {ϕ1, ϕ2, ..., ϕm}. Chöùng minh
raèng ∃um ∈ Vm sao cho

1∫

0

u′
m(x)ϕ′

j(x)dx =

1∫

0

f(x, um(x))ϕj(x)dx, j = 1, 2, ...,m. (1)

Höôùng daãn: Ta coù theå xeùt phieám haøm J xaùc ñònh bôûi

J(v) =
1

2

1∫

0

|v′|2 dx −
1∫

0

dx

v(x)∫

0

f(x, t)dt.

c// Töø ñoù haõy suy ra ∃u ∈ C(Ω) sao cho

−
1∫

0

u(x)ϕ′′(x)dx =

1∫

0

f(x, u(x))ϕ(x)dx,∀ϕ ∈ D(Ω),

vaø cuoái cuøng chöùng minh raèng u laø nghieäm cuûa baøi toaùn (P )

(P )





u ∈ C2(Ω),

−u′′(x) = f(x, u(x)),

u(0) = u(1) = 0.

4. Baây giôø giaû söû raèng f(x, σ) ≥ 0, ∀x ∈ Ω,∀σ ∈ R. Chöùng minh raèng moïi nghieäm
cuûa baøi toaùn (P ) laø nghieäm döông.

5. Ta giaû söû raèng (f(x, σ1) − f(x, σ2)) (σ1 − σ2) ≤ 0, ∀x ∈ Ω,∀σ1, σ2 ∈ R.
a// Chöùng minh raèng (P ) coù moät nghieäm duy nhaát.
b// Chöùng minh raèng daõy {um} hoäi tuï ñeán u trong H2(Ω) maïnh.

6. Baây giôø ta quan taâm ñeán giaûi soá cuûa baøi toaùn (P ) baèng phaàn töû höõu haïn caáp moät.
Ta xeùt sô ñoà tuyeán tính hoùa döôùi ñaây:

• Cho tröôùc u(n−1) ∈ C2(Ω). Tìm nghieäm u(n) cuûa baøi toaùn

(P ′)

{
−(u(n))′′(x) = f(x, u(n−1)(x)),

u(n)(0) = u(n)(1) = 0.
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• Cho h = 1/N , N laø soá nguyeân ≥ 1. Goïi

Wh =
{
uh : Ω → R,uh lieân tuïc vaø laø haøm afin treân moãi khoaûng

jh < x < (j + 1)h, j = 1, 2, ..., N − 1, uh(0) = uh(1) = 0} .

Ta nhaéc laïi moät cô sôû chính taéc cuûaWh sinh ra bôûi caùc haøm whj sao cho whj(hk) = δkj ,
trong ñoù δkj laø kyù hieäu Kronecker.
a// Tính chieàu cuûa Wh .
b// Xeùt phöông trình bieán phaân (P ′

h) lieân heä vôùi (P ′) trong Wh vaø töø ñoù tính
toaùn ma traän cöùng Ah cuûa heä xaáp xæ (P ′

h) cuûa (P ′).
Chuù yù: Ta khoâng caàn chöùng minh söï hoäi tuï cuûa daõy {u(n)

h } ñeán nghieäm u cuûa baøi
toaùn (P ).

HEÁT
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