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1.5.2.6. Cho A vaø B laø hai taäp con cuûa taäp E . Chöùng minh E \ (A∩ B) = (E \A) ∪ (E \B).

Giaûi.

Ta coù

• E \ A = {t ∈ E : t �∈ A}.
• E \ B = {u ∈ E : u �∈ B}.
• (E \ A) ∪ (E \ B) = {x ∈ E : x ∈ E \ A hoaëc x ∈ E \ B}
= {x ∈ E : x �∈ A hoaëc x �∈ B}. (1)

• E \ (A ∩ B) = {s ∈ E : s �∈ A ∩ B}.
Ñaët P laø “s ∈ A∩B” hay “s ∈ A vaø s ∈ B”, ta coù ∼ P laø “s �∈ A hoaëc s �∈ B”. Töø ñoù ta coù

E \ (A ∩ B) = {s ∈ E : s �∈ A hoaëc s �∈ B}. (2)

Töø (1) vaø (2) ta coù ñieàu phaûi chöùng minh.

1.5.3.9. Tìm phuû ñònh cuûa meänh ñeà sau: “x ≤ a vôùi moïi x ∈ A” vaø “a ≤ b neáu x ≤ b vôùi

moïi x ∈ A”.

Giaûi.

Ñaët P = “x ≤ a vôùi moïi x ∈ A”, vaø q = “a ≤ b neáu x ≤ b vôùi moïi x ∈ A”. Vaäy meänh ñeà

cho saün coù daïng “P vaø Q” vaø phuû ñònh cuûa noù laø “ ∼ P hoaëc ∼ Q”. Ta coù

• “ ∼ P” : “ coù x ∈ A sao cho x > a”.

• Q : “a ≤ b ∀ b ∈ {c : x ≤ c ∀ x ∈ A}.
• ∼ Q : “∃ b ∈ {c : x ≤ c ∀ x ∈ A} sao choø a > b”.

• “ ∼ P hoaëc ∼ Q” : “ coù x ∈ A sao cho x > a” hoaëc “∃ b sao cho x ≤ b ∀ x ∈ A vaø a > b”.

1.5.3.14. Chöùng minh khoâng coù hai soá nguyeân döông m vaø n sao cho m

n
=

√
2.

Giaûi.

Giaû söû coù hai nguyeân döông m vaø n sao cho m

n
=

√
2. Goïi d laø öôùc soá chung lôùn nhaát cuûa

m vaø n, luùc ñoù coù hai nguyeân döông p vaø q sao cho m = dp vaø n = dq. Ta coù p
q

=
√

2 vaø p vaø

q coù öôùc soá chung lôùn nhaát laø 1.

Töø ñoù p
2

q2 = 2. Vaäy p2 = 2q2. Töø ñoù p2 chia chaün cho 2. Suy ra p chia chaün cho 2. Ñieàu

naøy laïi daãn ñeán p2 = 2q2 chia chaün cho 4. Vaäy q2 chia chaün cho 2. Suy ra q chia chaün cho 2.

Vaäy 2 laø moät öôùc soá chung cuûa p vaø q : maâu thuaãn . Do ñoù khoâng coù hai soá nguyeân döông

m vaø n sao cho m

n
=

√
2.

2.5.2.1.(iv) Cho f laø moät aùnh xaï töø taäp X vaøo taäp Y , cho A vaø B laø hai taäp con cuûa X .
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Chöùng minh f(A ∩ B) ⊂ f(A) ∩ f(B).

Giaûi.

• f(A ∩ B) = {y : ∃x ∈ A ∩ B sao cho y = f(x)}
• f(A) = {u : ∃s ∈ A sao cho u = f(s)}
• f(B) = {v : ∃t ∈ B sao cho v = f(t)}
Ta phaûi chöùng minh :

• cho y ∈ f(A ∩ B) chöùng minh y ∈ f(A) ∩ f(B)

• “y ∈ f(A ∩ B)” ⇒ “y ∈ f(A) ∩ f(B)”

• “coù x ∈ A ∩ B sao cho y = f(x)” ⇒ “coù s ∈ A sao cho y = f(s), vaø coù t ∈ B sao cho

y = f(t)”

Ñaët s = x vaø t = x ta coù y = f(s) = f(t).

2.5.2.2. Cho f laø moät aùnh xaï töø taäp X vaøo taäp Y , cho A vaø B laø hai taäp con cuûa X . Chöùng

minh f(A) \ f(B) ⊂ f(A \B).

Giaûi.

Cho moät y trong f(A) \ f(B), chöùng minh y thuoäc f(A \ B).

• f(A) = {u : ∃s ∈ A sao cho u = f(s)}
• f(B) = {v : ∃t ∈ B sao cho v = f(t)}
• y ∈ f(A)\f(B): coù s ∈ A sao cho y = f(s) nhöng khoâng coù t ∈ B sao cho y = f(t). (1)

• f(A \ B) = {y : ∃x ∈ A ∩ B sao cho y = f(x)}
• y ∈ f(A \ B) : coù x trong A nhöng x khoâng trong B sao cho y = f(x). (2)

Choïn x = s trong (1), ta thaáy x thoaû (2) : ñpcm.

3.7.3.1. Chöùng minh 1!1 + 2!2 + · · ·+ n!n = (n + 1)!− 1 (0)

Giaûi

• n = 1 : 1!1 = 1 vaø 2! − 1 = 1 . Vaäy (0) ñuùng vôùi n = 1.

• Giaû söû (0) ñuùng vôùi n − k. Ta coù

1!1 + 2!2 + · · ·+ k!k = (k + 1)!− 1 (0).

Ta chöùng minh (0) ñuùng vôùi n = k + 1. Ta coù

1!1 + 2!2 + · · ·+ k!k + (k + 1)!(k + 1) = [1!1 + 2!2 + · · ·+ k!k] + (k + 1)!(k + 1) (0).

(k + 1)!− 1 + (k + 1)!(k + 1) = (k + 1)!(k + 2)− 1 = (k + 2)!− 1.

Vaäy (0) vôùi n = k + 1. AÙp duïng qui naïp toaùn hoïc ta coù (0) ñuùng vôùi moïi soá nguyeân n.

4.2.3.1. Cho A laø moät taäp con khaùc troáng vaø bò chaën treân cuûa IR, cho c laø moät chaën treân

cuûa A. Giaû söû moïi soá thöïc döông ε ñeàu coù moät x trong A sao cho c − ε < x. Chöùng minh
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c = sup A.

Giaûi .

Giaû söû c > sup A. Ñaët ε =
c − sup A

2
. Ta thaáy

c − ε = c − c − sup A

2
=

c + sup A

2
> sup A (1)

∃x ∈ A sao cho x > c − ε . (2).

Töø (1) vaø (2), ta coù moät x trong A sao cho x > sup A. Maâu thuaån naøy cho thaáy c ≤ sup A,

vaäy c = sup A.

4.2.3.4. Cho A laø moät taäp con khaùc troáng vaø bò chaën treân cuûa IR. Ñaët −A = {−x : x ∈ A}.
Chöùng minh

(i) −A bò chaën döôùi.

(ii) inf −A = − sup A.

Giaûi .

(i) Ñaët B = −A = {−x : x ∈ A}. Ta phaûi chöùng minh
y ≥ − supA ∀ y ∈ B hay

y ≥ − supA ∀ y = −x, x ∈ A hay

−x ≥ − sup A ∀ x ∈ A hay

x ≤ sup A ∀ x ∈ A.

Doøng sau cuøng hieån nhieân ñuùng .

(ii) Do (i), ta coù inf −A ≥ − sup A. Ta chæ coøn phaûi chöùng minh inf −A ≤ − sup A hay

sup A ≤ − inf −A. Ta phaûi chöùng minh

x ≤ − inf −A ∀ x ∈ A. hay

−x ≥ inf −A ∀ x ∈ A. hay

−x ≥ inf −A ∀ − x ∈ −A.

Doøng sau cuøng hieån nhieân ñuùng .

4.2.3.3. Cho A vaø B laø hai taäp con khaùc troáng cuûa IR sao cho A ⊂ B. Chöùng minh

(i) Neáu B bò chaën treân thì sup A ≤ sup B.

(ii) Neáu B bò chaën döôùi thì inf A ≥ inf B.

Giaûi .

(i) Ñaët M = sup B. Ta phaûi chöùng minh x ≤ M vôùi moïi x trong A. Cho x trong A, ta coù

x thuoäc B (vì A ⊂ B), vaäy x ≤ M .

(i) Ñaët M ′ = inf B. Ta phaûi chöùng minh x ≥ M ′ vôùi moïi x trong A. Cho x trong A, ta coù

x thuoäc B (vì A ⊂ B), vaäy x ≥ M ′.
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5.6.2.4. Cho {ak} laø moät daõy soá thöïc Cauchy. Chöùng minh coù hai thöïc b vaø c sao cho

b ≤ ak ≤ c vôùi moïi k ∈ IN .

Giaûi.

Ta chæ caàn tìm moät soá thöïc M sao cho |ak| ≤ M vôùi moïi k ∈ IN .

Cho moät ε > 0, ta tìm ñöôïc moät soá nguyeân N (ε) sao cho

|am − an| ≤ ε ∀ m > n ≥ N (ε).

Vaäy

|am| ≤ |am − an| + |an| ≤ ε + |an| ∀ m > n ≥ N (ε).

Do ñoù

|am| ≤ |an| + 1 ∀ m > n ≥ N (1).

|am| ≤ |aN(1)|+ 1 ∀ m > N (1) (1).

Ñaët M = max{|a1|, · · · , |aN(1)|, |aN(1)|+ 1}
Töø (1) ta coù

|ak| ≤ M vôùi moïi k ∈ IN .

5.6.2.9.Cho A laø moät trong caùc khoaûng sau : [a, b], [a,∞), (−∞, b] hay (−∞,∞). Cho g laø

moät aùnh xaï töø A vaøo A sao cho coù moät soá thöïc c ∈ (0, 1) ñeå cho

|g(x)− g(y)| ≤ c|x− y| ∀ x, y ∈ A.

Luùc ñoù ta noùi g laø moät aùnh xaï co treân A . Cho a0 ∈ A. Ñaët a1 = g(a0), a2 = g(a1), · · · ,
an+1 = g(an) vôùi moïi n ∈ IN . Chöùng minh

(i) |an+1 − an| ≤ cn|a1 − a0| ∀ n ∈ IN .

(ii) Daõy {an} hoäi tuï veà moät soá thöïc b ∈ A.

(iii) Giôùi haïn b cuûa daõy {an} chính laø moät ñieåm baát ñoäng cuûa g , nghóa laø g(b) = b.

(iv) g chæ coù moät ñieåm baát ñoäng trong A.

Giaûi.

(i) Duøng Qui naïp toaùn hoïc. Ñaët Pn laø “|an+1 − an+1| ≤ cn|a1 − a0|”. Khi n=1, do tính co
g ta coù

|a2 − a1| = |g(a1) − g(a0)| ≤ c|a1 − a0|
Vaäy P1 ñuùng. Giaû söû Pk ñuùng, ta coù

|ak+1 − ak| ≤ ck|a1 − a0| (1).

Ta chöùng minh Pk+1 cuõng ñuùng. Ta coù

|ak+1+1 − ak+1| = |g(ak+1) − g(ak)| ≤ c|ak+1 − ak|
≤ cck|a1 − a0| = ck+1|a1 − a0|
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Vaäy Pk+1 ñuùng. Theo qui naïp toaùn hoïc ta coù Pn ñuùng vôùi moïi n ∈ IN .

(ii) Cho moät ε > 0, tìm moät soá nguyeân N (ε) sao cho

|am − an| ≤ ε ∀ m > n ≥ N (ε). (2)

Ta coù

|am − an| = |an − am| ≤ |an − an+1 + an+1 − an+2 + · · ·+ an+m−n−1 − am|
≤ |an − an+1| + |an+1 − an+2| + · · ·+ |an+m−n−1 − an|
≤ cn|a1 − a0| + cn+1|a1 − a0| + · · ·+ cm−1|a1 − a0|
= [cn|+ cn+1 + · · ·+ cm−1]|a1 − a0| ≤ cn|[1 + c+ · · ·+ cm−1−n]|a1 − a0|
≤ cn[

∑∞
k=0 ck]|a1 − a0| ≤ cn

1 − c
|a1 − a0|. (3)

Vì { cn

1− c
|a1 − a0|} hoäi tuï veà 0, neân cho ε′ > 0, ta tìm ñöôïc moät soá nguyeân M(ε′) sao cho

cn

1 − c
|a1 − a0| = | cn

1− c
|a1 − a0| − 0| ≤ ε′ ∀ n ≥ M(ε′). (4)

Nay cho ε > 0, ñaët ε′ = ε, ta coù M(ε′), ñaët N (ε) = M(ε′), ta coù (2). Vaäy {an} laø moät daõy
Cauchy vaø noù hoäi tuï veà moät soá thöïc b.

(iii) Ta phaûi chöùng minh g(b) = b. Ta coù

|g(b)− b| ≤ |g(b)− an+1| + |an+1 − b| = |g(b)− g(an)|+ |an+1 − b|
≤ c|b − an| + |an+1 − b|. (5).

Suy ra

|g(b)− b| ≤ lim
n→∞[c|b − an|+ |an+1 − b|] = 0.

(iv) Giaû söû coù u vaø v trong A sao cho g(u) = u vaø g(v) = v, ta coù

|u − v| = |g(u) = g(v)| ≤ c|u− v|.
Vaäy 0 ≤ (1− c)|u− v| ≤ 0, vì 0 < c < 1. Ta thaáy (1− c) > 0, neân |u = v = 0.

5.6.3.2. Cho e laø moät soá thöïc vaø {an} laø moät daõy soá thöïc sao cho {an} khoâng hoäi tuï veà e .
Chöùng minh coù soá thöïc döông ε vaø moät daõy con {ank

} cuûa {an} sao cho |ank
− e| ≥ ε vôùi moïi

k ∈ IN .

Giaûi.

Vì {an} khoâng hoäi tuï veà e, neân coù moät soá thöïc döông ε sao cho vôùi moïi soá nguyeân N ta laïi

coù moät soá nguyeân n(N ) ≥N ñeå cho |an(N) − e| ≥ ε. Vaäy taäp J = {m : |am − e| ≥ ε} laø moät
taäp voâ haïn. Duøng qui naïp toaùn hoïc ñaët

• n1 = inf J ,

• n2 = inf J \ [1, n1].

• nk+1 = inf J \ [1, nk].

Ta thaáy {ank
} laø moät daõy con caàn tìm cuûa {an} .
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5.6.4.4. Cho e laø moät soá thöïc vaø {ak} laø moät daõy soá thöïc sao cho lim sup
n→∞

an < e . Chöùng

minh coù moät soá nguyeân N sao cho an < e vôùi moïi n ≥ N .

Giaûi.

Ñaët Am = {ak : k ≥ m}, bm = sup Am . Luùc ñoù lim sup
n→∞

an = lim
n→∞ bn. Ñaët α = lim

n→∞ bn, ta

coù α < e. Ñaët ε =
e − α

2
. Ta coù

• α + ε < e (1).

• Ta coù moät soá nguyeân N sao cho

|bn − α| < ε ∀ n ≥ N. (2)

Töø (2) ta coù

bn < α + ε ∀ n ≥ N. (3)

Vaäy sup AN < α + ε, do ñoù, theo (1) ta coù

an ≤ sup AN < α + ε < e ∀ n ≥ N.

6.3.2.2. Cho hai khoaûng môû (a, b) vaø (c, d), A = (a, b) ∪ (c, d), vaø f laø moät haøm soá thöïc

treân A. Ñaët g(t) = f(t) vôùi moïi t ∈ (a, b) vaø h(s) = f(s) vôùi moïi s ∈ (c, d). Giaû söû g lieân tuïc

treân (a, b), vaø h lieân tuïc treân (c, d). Chöùng minh f lieân tuïc treân A.

Giaûi.

Cho moät x trong A vaø moät soá thöïc döông ε, ta tìm moät soá thöïc döông δ(x, ε) sao cho

|f(y)− f(x)| < ε ∀ y ∈ A, |y − x| < δ(x, ε). (1)

Ta coù x ∈ (a, b) hoaëc x ∈ (c, d). Tröôùc heát ta xeùt tröôøng hôïp x ∈ (a, b). Luùc ñoù vì tính lieân

tuïc cuûa g, vôùi moät soá thöïc döông ε′, ta tìm moät soá thöïc döông ν(x, ε′) sao cho

|g(u)− g(x)| < ε′ ∀ u ∈ (a, b), |u− x| < ν(x, ε′).

Vì f(t) = g(t) vôùi moïi t ∈ (a, b), ta coù

|f(u)− f(x)| < ε ∀ u ∈ (a, b), |u− x| < ν(x, ε′). (2)

Ñaët μ = min{x−a, b−x}, ta coù t ∈ (a, b) neáu |t−x| < μ. Cho ε, ñaët ε′ = ε, ta coù ν(x, ε′). Ñaët

δ(x, ε) = min{μ, ν(x, ε′)}. Ta thaáy “y ∈ (a, b), |u−x| < ν(x, ε′)” neáu “y ∈ A, |y−x| < δ(x, ε)”.

Do ñoù, theo (2) ta coù (1).

6.3.2.4. Cho A laø moät taäp con cuûa IR, vaø f laø moät haøm soá lieân tuïc treân A. Chöùng minh

|f | laø moät haøm soá lieân tuïc treân A.

Giaûi.

Cho moät x trong A vaø moät soá thöïc döông ε, ta tìm moät soá thöïc döông δ(x, ε) sao cho

||f |(y)− |f |(x)| < ε ∀ y ∈ A, |y − x| < δ(x, ε). (1)

Do tính lieân tuïc cuûa f , vôùi moät soá thöïc döông ε′, ta tìm moät soá thöïc döông ν(x, ε′) sao cho
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|f(u)− f(x)| < ε′ ∀ u ∈ A, |u− x| < ν(x, ε′). (2)

Ta coù

||f |(y)− |f |(x)| ≤ |f(y)− f(x)|.
Vaäy theo (2) ta coù

||f |(y)− |f |(x)| ≤ |f(y)− f(x)| < ε′ ∀ u ∈ A, |u− x| < ν(x, ε′). (3)

Cho ε, ñaët ε′ = ε, ta coù ν(x, ε′). Ñaët δ(x, ε) = ν(x, ε′). Töø (3) ta coù (1).

6.3.2.5. Cho f laø moät haøm soá lieân tuïc töø khoaûng ñoùng [a, b] vaøo [a, b]. Chöùng minh coù moät

x trong [a, b] sao cho f(x) = x.

Giaûi.

Ñaët g(s) = s − f(s) vôùi moïi s trong [a, b]. Ta thaáy g laø moät haøm soá lieân tuïc treân [a, b],

g(a) ≤ 0 ≤ g(b). Vì g([a, b]) laø moät khoaûng ñoùng, neân [g(a), g(b)]⊂ g([a, b]). Vì 0 ∈ [g(a), g(b)]

neân 0 ∈ g([a, b]). Vaäy coù x trong [a, b] sao cho g(x) = 0. Luùc ñoù f(x) = x.

6.3.4.7. Cho A laø moät taäp con khaùc troáng trong IR. Ñaët Ax = {|x − y| : y ∈ A} vaø
f(x) = inf Ax vôùi moïi x ∈ IR.

Chöùng minh f laø moät haøm soá lieân tuïc ñeàu treân IR.

Giaûi.

Cho u vaø v trong IR vaø y trong A, ta coù

f(u) ≤ |u − y| ≤ |u − v|+ |v − y| hay

f(u) − |u − v| ≤ |v − y| ∀ y ∈ A hay

f(u) − |u − v| ≤ s ∀ s ∈ Av.

Vaäy f(u) − |u − v| laø moät chaën döôùi cuûa Av . Do ñoù

f(u) − |u − v| ≤ inf Av = f(v) hay

f(u) − f(v) ≤ |u − v|. (1)

Töông töï ta cuõng coù

f(v)− f(u) ≤ |v − u| = |u − v|. (2)

Töø (1) vaø (2), ta coù

|f(v)− f(u)| ≤ |v − u|. (3)

Nay cho ε > 0, ñaët δ = ε, do (3) ta coù

|f(v)− f(u)| ≤ ε ∀ u, v ∈ IR, |u− v| ≤ δ.

Vaäy f lieân tuïc ñeàu treân IR.

7.7.4.7. Cho hai khoaûng môû (a, b) vaø c ∈ (a, b), A = (a, c) ∪ (c, b), vaø f laø moät haøm soá

thöïc lieân tuïc treân (a, b) vaø khaû vi treân A. Giaû söû lim
t→c

f ′(t) = d. Chöùng minh f khaû vi taïi c vaø
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f ′(c) = d.

Giaûi.

Ta phaûi chöùng minh

lim
s→0

f(c + s) − f(c)
s

= d hay

Cho moät soá thöïc döông ε, tìm moät soá thöïc döông δ(ε) sao cho

|f(c + s) − f(c)
s

− d| < ε ∀ s, 0 < |s| < δ(ε) (1)

Cho s laø moät soá thöïc döông khaù nhoû, duøng ñònh lyù giaù trò trung bình, ta coù moät x(s) ∈ (c, c+s)

sao cho

f(c + s) − f(c) = f ′(x(s))(c + s − c) = f ′(x(s))s hay
f(c + s) − f(c)

s
= f ′(x(s)) (2)

Cho s laø moät soá thöïc aâm vôùi |s|khaù nhoû, duøng ñònh lyù giaù trò trung bình, ta coù moät
x(s) ∈ (c + s, c) sao cho

f(c + s) − f(c)
s

= f ′(x(s)) (3)

Keát hôïp (1) vaø (3) ta chæ caàn chöùng minh ñieàu sau ñaây : cho moät soá thöïc döông ε, tìm moät

soá thöïc döông δ(ε) sao cho

|f ′(x(s)) − d| < ε ∀ s, 0 < |s| < δ(ε) (4)

Vì lim
t→c

f ′(t) = d, ta coù : cho moät soá thöïc döông ε′, coù moät soá thöïc döông ν(ε′) sao cho

|f ′(t) − d| < ε′ ∀ t, 0 < |t − c| < ν(ε′) (5)

Vì |x(s)− c| < |s|, neân vôùi moät ε, ñaët ε′ = ε, ta coù ν(ε′), ñaët δ(ε) = ν(ε′), töø (5) ta coù (4).

7.7.4.8. Cho f laø moät haøm soá thöïc khaû vi treân (a, b), vaø x ∈ (a, b). Giaû söû coù moät daõy {xn}
trong (a, b) \ {x} sao cho {xn} hoäi tuï veà x vaø f(xn) = f(x) vôùi moïi n trong IN . Chöùng minh

f ′(x) = 0.

Giaûi.

Ta coù lim
h→0

f(x + h) − f(x)
h

= f ′(x), hay : cho moät ε > 0, ta coù moät δ(ε) > 0 sao cho

|f(x + h) − f(x)
h

− f ′(x)| < ε ∀ h, 0 < |h| < δ(ε). (1)

Ñaët hn = xn − x, ta coù xn = x + hn . Vì f(xn) = f(x) vaø töø (1), ta coù : cho moät ε > 0, ta

coù moät δ(ε) > 0 sao cho

|f ′(x)| = |f(x + hn)− f(x)
hn

− f ′(x)| < ε ∀ n, 0 < |hn| < δ(ε). (2)

Vì {xn} hoäi tuï veà x, ta coù ñieàu sau ñaây : cho moät ε′ > 0, ta coù moät N (ε′) ∈ IN sao cho

|hn| = |xn − x| < ε′ ∀ n ≥ N (ε′). (3)

Vaäy vôùi moïi ε > 0, ñaët ε′ = ε , ta coù N (ε′). AÙp duïng (2) cho hN(ε′), ta coù :

|f ′(x)| < ε
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Vaäy |f ′(x)| = 0.

7.7.6.1. Cho f(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0 laø moät ña thöùc treân IR vôùi an �= 0.

Cho c1 < c2 < · · · < cm sao cho f(ck) = 0 vôùi moïi k ∈ {1, 2, · · · , m}. Chöùng minh m ≤ n.

Giaûi.

Ta duøng qui naïp toaùn hoïc theo n. Ta thaáy baøi toaùn ñuùng vôùi n = 1, vì luùc ñoù m = 1. Giaû

söû baøi toaùn ñuùng vôùi n = N . Xeùt ña thöùc g(x) = bN+1x
N+1 + bNxN + · · ·+ b1x + b0 laø moät ña

thöùc treân IR vôùi bN+1 �= 0, vaø d1 < d2 < · · · < dM sao cho g(dk) = 0 vôùi moïi k ∈ {1, 2, · · · , M}.
Ta seõ chöùng minh M ≤ N + 1. Ñaët ak = (k + 1)bk+1 vaø

f(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0

Ta coù baäc cuûa f nhoû hôn hoaëc baèng N . AÙp duïng ñònh lyù giaù trò trung bình ta tìm ñöôïc caùc

ck ∈ (dk, dk+1) vôùi moïi k ∈ {1, 2, · · · , M − 1} sao cho
0 = g(dk+1 − g(dk) = g′(ck)(bk+1 − bk) ∀ k ∈ {1, 2, · · · , M − 1}.

Suy ra c1 < c2 < · · · < cM−1 vaø f(ck) = g′(ck) = 0 vôùi moïi k ∈ {1, 2, · · · , M − 1}. Theo giaû
thieát qui naïp toaùn hoïc M −1 ≤ N , suy ra M ≤ N +1. Vaäy baøi toaùn ñuùng vôùi moïi soá nguyeân n.

7.7.6.9. Chöùng minh coù duy nhaát moät x trong (0,∞) sao cho
√

x +
√

x + 1− 4 = 0.

Giaûi.

Ñaët f(x) =
√

x +
√

x + 1 − 4 vôùi moïi x ∈ [0,∞). Ta thaáy f lieân tuïc treân [0,∞) vaø khaû

treân (0,∞). Ta coù

f ′(x) =
1√
x

+
1√

x + 1
> 0 ∀ x ∈ (0,∞).

Nay cho u vaø v trong [0,∞) sao cho u < v. Duøng Ñònh lyù giaù trò trung bình ta coù moät s ∈
(u, v) sao cho

f(v)− f(u) = f ′(s)(v − u) > 0.

Vaäy f laø moät ñôn aùnh treân [0,∞). Ta coù f(0) = −3 vaø f(15) =
√

15 . Vaäy [−3,
√

15] chöùa

trong f([0, 15]). Vaäy coù x trong [0, 15] sao cho f(x) = 0. Do tính ñôn aùnh cuûa f , nghieäm naøy

duy nhaát.

9.5.4.3. Ñaët f(x) =
∫ x2 + 1

x2

(sin t3 + t)dt vôùi moïi soá thöïc x. Chöùng minh f khaû vi treân IR

vaø tính ñaïo haøm cuûa f .

Giaûi.

Ñaët g(y) =
∫ 0

y
(sin t2 + t)dt vôùi moïi soá thöïc y, u(s) = s2 vaø v(s) = s2 + 1. Ta thaáy

f(x) = g(v(x))− g(u(x) vôùi moïi soá thöïc x, hay f = g ◦ v − g ◦ v. Vì g, u vaø v ñeàu khaû neân f

khaû vaø vôùi moïi x trong IR, ta coù g′(x) = sinx2 + x, u′(x) = 2x,, v′(x) = 2x, vaø

f ′(x) = g′(v(x)).v′(x)− g′(u(x)).u′(x)
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= sin(v(x))2.2x + v(x)− sin(u(x))2.2x− u(x) = sin(x4 + 2x2 + 1) − sin(x4) + 1.

9.5.4.7. Cho f laø moät haøm soá khaû n laàn treân moät khoaûng (c, d), vaø [a, b] chöùa trong (c, d)

sao cho
∫ b

a
f(x)dx = 0 vaø fr(a) = fr(b) = 0 vôùi moïi r trong {0, 1, · · · , n}. Cho g laø moät ña

thöùc baäc beù hôn n. Chöùng minh
∫ b

a
f (n)(x)g(x)dx = 0.

Giaûi.

Ta chæ caàn chöùng minh
∫ b

a
xkf(x)dx = 0 vôùi moïi k trong {0, 1, · · · , n}. Ta qui naïp theo

n. Hieån nhieân keát quaû naøy ñuùng vôùi n = 0. Giaû söû baøi toaùn duùng vôùi n = N , ta seõ chöùng minh

noù ñuùùng vôùi n = N + 1. Tröôùc heát vì baøi toaùn ñuùng vôùi n = N , aùp duïng baøi toaùn cho f ′ vaøf ,

ta coù∫ b

a
xkf (N+1)(x)dx =

∫ b

a
xkf (N)(x)dx = 0 ∀ k ∈ {0, 1, · · · , N} (1)

Duøng phöông phaùp tích phaân töøng phaàn ta coù∫ b

a
xN+1f (N+1)(x)dx = [bN+1f (N)(b)− aN+1f (N)(a)]− (N + 1)

∫ b

a
xNf (N)(x)dx = 0

9.5.5.3. Cho f laø moät haøm soá thöïc döông lieân tuïc treân IR. Giaû söû f(x + y) = f(x)f(y) vôùi

moïi soá thöïc x vaø y. Chöùng minh f khaû treân IR.

Giaûi.

Ñaët c = (
∫ 1

0
f(t)dt)−1. Cho x trong IR, ta coù

∫ 1

0
f(x + t)dt =

∫ 1

0
f(x)f(t)dt = f(x)

∫ 1

0
f(t)dt hay

f(x) = c

∫ 1

0
f(x + t)dt. (1)

Ñaët h(t) = x + t vôùi moïi t ∈ IR, ta coù h′(t) = 1 vôùi moïi t ∈ IR. AÙp duïng coâng thöùc ñoåi bieán

ta coù∫ 1

0
f(x + t)dt =

∫ 1

0
f ◦ h(t)dt =

∫ h(1)

h(0)
f(s)ds =

∫ x + 1

x
f(s)ds. (2)

Töø (1) vaø (2) ta coù

f(x) = c

∫ x + 1

x
f(s)ds ∀ x ∈ IR. (3)

Ñaët g(t) =
∫ s

0
f(s)ds, u(t) = t vaø v(t) = t + 1 vôùi moïi t ∈ IR. Ta coù g, u vaø v khaû vi treân

IR vaø f(x) = c[g(v(x))− g(u(x)] vôùi moïi x ∈ IR. Vaäy f = c[g ◦ v − g ◦ u], do ñoù f khaû vi IR.
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