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CHÖÔNG  BA
SOÁ NGUYEÂN  VAØ SOÁ HÖÕU TÆ

Ta xeùt caùc baøi toaùn sau: taïo ra lòch cho naêm sau
(danh saùch caùc ngaøy vaø caùc thöù töông öùng, lieân keát
ngaøy döông lòch vaø ngaøy aâm lòch),  tính soá cöûa soå ñeå
xaây moät caên nhaø, soá ngaøy hoc sinh ñeán tröôøng haèng
naêm, soá caù coù theå nuoâi trong moät dieän tích naøo ñoù, 
chæ tieâu tuyeån sinh cuûa moät ñaïi hoïc. . . 
Ñeå moâ hình caùc baøi toaùn beân treân, chuùng ta caàn moät
taäp hôïp con soá.  Ta khoâng theå coù khaùi nieäm : nöûa
con caù, nöûa sinh vieân, ta caàn khaùi nieäm “nguyeân”.

A.  Soá nguyeân - pheùp coäng
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Coù theå ñoàng nhaát taäp soá nguyeân vôùi caùc soá ñeám
hay khoâng? Neáu chuùng ta ñeám taát caû caùc söï vaät maø
chuùng ta bieát, goïi soá ñoù laø M, thì soá M+1 tuy khoâng
laø soá chuùng ta ñaõ duøng ñeå ñeám, nhöng noù roõ raøng laø
moät soá nguyeân! Như vaäy khoù maø ñeå tìm taäp hôïp taát
caû soá nguyeân trong thieân nhieân. 

Taäp hôïp caùc con soá nguyeân naøy goàm coù caùc phaàn
töû naøo ñoù. Tuøy theo ñòa phöông noù coù nhieàu teân, thí
duï coù moät phaàn töû ñöôïc goïi baèng nhieàu caùch : hai, 
nhi, dzì, deux, two, ni, . . . . Chuùng coøn ñöôïc kyù hieäu
theo nhieàu caùch coøn ñöôïc kyù hieäu baèng nhieàu caùch, 
thí duï moät phaàn töû trong taäp ñoù coù caùc kyù sau : 12, 
XII, 1100 (cô sôû nhò phaân) . . .  
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Chuùng ta chaïm ñeán moät hình aûnh dieån taû raát kheùo
caâu sau ñaây cuûa Laûo töû :
“ Ñaïo khaû ñaïo, phi thöôøng ñaïo; danh khaû danh, phi 

thöôøng danh”
“Ñaïo maø dieån giaûi ñöôïc thì khoâng phaûi ñaïo vónh
cöûu baát bieán, teân maø coù theå ñaët ra ñeå goïi noù [ñaïo] 
thì khoâng phaûi teân vónh cöûu baát bieán “.
(Nguyeãn Hieán Leâ dòch)
ÔÛ ñaây chuùng ta thaáy söùc maïnh trí tueä loaøi ngöôøi, ñaët
ra moät caùi gì ñoù (taäp hôïp caùc soá nguyeân) khoâng coù
saün trong töï nhieân, duøng caùi ñoù ñeå giaûi quyeát caùc
vaán ñeà coù thöïc trong töï nhieân : duøng caùc tieàn ñeà ñeå
ñònh nghóa taäp caùc soá nguyeân.



GIAI TICH 1 - CHUONG BA 114

Caùc tieân ñeà Peano veà taäp caùc soá nguyeân döông :
Coù moät taäp hôïp Ù cuøng vôùi caùc tính chaát sau
I. Vôùi moãi phaàn töû x trong Ù coù moät phaàn töû ñöôc kyù
hieäu laø S(x) trong Ù, ñöôïc goïi laø phaàn töû keá tieáp cuûa x.
II.   Cho x vaø y laø hai phaàn töû trong Ù sao cho

S(x) = S(y) thì x  = y.
III. Coù moät phaàn töû trong Ù ñöôc kyù hieäu laø 1 sao cho 1 
khoâng laø phaàn töû keá tieáp cuûa moät phaàn töû naøo trong Ù.
IV. Cho  U  laø moät taäp hôïp con cuûa Ù sao cho 1  U
vaø S(x)  U vôùi moïi x  U.  Luùc ñoù U =  Ù .

OÂng Peano ñònh nghóa taäp soá nguyeân döïa vaøo tính
thöïc tieån cuûa caùc soá (caùch ñeám söï vaät, phaûi coù moät
soá ñaàu tieân,  söï noái tieáp caùc soá ñeám) vaø “moät tính
chaát khoâng deå chaáp nhaän laém” (tieân ñeà IV).
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Ñònh nghóa. Vôùi boán tieân ñeà naøy ta xaùc ñònh soá 2 
nhö laø S(1),  soá 3 nhö laø S(2), soá 4 nhö laø S(3),...  
ta seõ coù moïi soá thöôøng duøng ñeå ñeám
Ñònh nghóa. Ta  coù pheùp coäng treân Õ nhö sau :
n +1 = S(n), n +2 = S(n+1), n +3 = S(n+2),.... n Ù

Ñònh nghóa. Ta  xaùc ñònh pheùp nhaân treân Ù nhö
sau :         

1.n  = n, 2.n  = n + n, 3.n  = 2.n + n,.....    n  Ù.

Taäp hôïp Ù duy nhaát theo nghóa sau : neáu coù taäp
Ù’ thoûa boán tieân ñeà Peano vôùi phaàn töû ñaàu tieân laø 1’,
thì coù moät song aùnh f   töø Ù vaøo Ù’ sao cho f(1) =  
f(1’) vaø S(f(n)) = f(S(n)) vôùi moïi n  Ù.
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Ñònh nghóa. Ta coù moät quan heä thöù töï treân Ù nhö
sau : cho m vaø n  trong Ù,  ta noùi
 n  > m (hay m < n )   neáu vaø chæ neáu n = m + r 
vôùi moät r naøo ñoù trong Ù, 
 n  m (hay  m  n )  neáu vaø chæ neáu n = m hoaëc
n > m. 

OÂng Peano ñaõ ñoùng goùp moät yù toaùn raát quan
troïng : Ù khoâng chæ laø moät taäp hôïp chöùa caùc soá
nguyeân döông,  maø trong Ù coøn coù moät caáu truùc
logic “phaàn töû keá tieáp”.  Chính caáu truùc logic naøy
xaùc ñònh caùc pheùp toaùn coäng vaø nhaân treân Ù vaø
quan heä thöù töï sau ñaây treân Ù. 
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Ñònh lyù. Ñònh nghóa caùc pheùp + vaø . vaø quan heä 
trong Ù nhö treân. Ta coù vôùi moïi m, n, p vaø q trong Ù
(i)  m+n = n+m, n.m = m.n vaø m.(n + p) = m.n + m.p,
(ii)    laø moät quan heä thöù töï toaøn phaàn treân Õ.
(iii)   neáu m  n  vaø p  q, thì

m+p  n + q   vaø mp   np.
(iv)  Cho   A laø moät taäp con  khaùc troáng trong Ù ,   
luùc ñoù coù z  trong A  sao cho n  z  vôùi moïi n
trong A  (ta noùi A  coù cöïc tieåu ).

Caùc tieân ñeà cuûa Peano (töông ñoái khaù töï nhieân) giuùp
chuùng ta seõ laøm toaùn coäng vaø toaùn nhaân coù lyù luaän
chaëc cheõ hôn! Ngoaøi ra caùc tieân ñeà naøy coøn cho
ta moät caùch chöùng minh ñaëc bieät : qui naïp toaùn hoïc. 
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Ñònh lyù. Cho A   Õ vaø p  A. Giaû söû S(n)  A 
neáu n  A. Luùc ñoù m  Õ : m  p  A.
B.  Pheùp qui naïp toaùn hoïc

Khi ta quan saùt khoâng phaûi moät hieän töôïng, moät tính
chaát maø caû moät daõy hieän töôïng hoaëc moät daõy tính
chaát Pn vôùi n laø caùc soá nguyeân döông, ta coù theå
duøng pheùp qui naïp toaùn hoïc ñeå chöùng minh Pn
ñuùng vôùi moïi n  N  chæ caàn hai böôùc nhö sau : 
 Chöùng minh  Pn ñuùng vôùi n = N,
 Cho k laø moät soá nguyeân döông k  N. Giaû söû

Pk ñuùng, chöùng minh Pk+1 cuõng ñuùng.
Neáu laøm ñöôïc hai ñieàu treân,  ta keát luaän Pn

ñuùng vôùi moïi n   N. 
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Baøi toaùn 5.  Cho n  Õ. Ñaët Xn = 1+ 23 + ... + n3. 

Chöùng minh
2 2( 1)
4n

n nX 

Ñaët P(n)  laø “ “. Ta thaáy P(1) ñuùng
2 2( 1)
4n

n nX 

Giaû söû P(k) ñuùng vôùi moät k  1, ta coù
2 2( 1)
4k

k kX 

2 23 3
1

2 22 2

( 1)( 1) ( 1)
4

1 ( 1) ( 2)( 1) [ 4 4]
4 4

k k
k kX X k k

k kk k k


     

     

Vaäy theo qui naïp toaùn hoïc P(n)  ñuùng vôùi moïi n  1.
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Baøi toaùn 6. Cho m vaø n laø hai soá nguyeân döông. Giaû
söû coù moät ñôn aùnh f   töø {1, . . . ,m}  vaøo {1, . . . 
,n} . Chöùng minh m  n.

Neáu m = 1. Ta coù m  n (thaät ra khoâng caàn giaû thieát
veà f )
Giaû söû keát quaû ñuùng khi m = k .

Neáu coù moät ñôn aùnh f  töø {1, . . . , k} vaøo {1, . . . , n} . 
Thì k  n

Giaû söû coù moät ñôn aùnh f   töø {1,. . . , k+1}  vaøo
{1,. . . , n}. Chöùng minh k+1 n.

Giaû söû coù moät ñôn aùnh g töø {1,. . . , k+1} vaøo {1,. . . , p}. 
Chöùng minh k+1 p.
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Neáu coù ñôn aùnh f  töø {1,..., k} vaøo {1,...,n}. Thì k  n
Giaû söû coù moät ñôn aùnh g  töø {1, . . . , k+1} vaøo
{1, . . . , p} . Chöùng minh k+1 p.
Giaû söû coù moät ñôn aùnh g  töø {1,. . . , k+1}  vaøo
{1, . . . , p} . Chöùng minh k  p - 1.

 g({1,...,k}){1,..., p-1 }
 g({1, . . . , k}) khoâng chöùa trong {1, . . . , p - 1} . 
  j  {1,..., k}  

sao cho g(j) = p

duøng giaû thieát qui naïp

g
j k k+121

1 2 j p-1 p

g
j k k+121

1 2 j p-1 p
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Neáu coù moät ñôn aùnh f  töø {1, . . . ,k} vaøo {1, . . . ,n} . 
Thì k  n

Giaû söû coù moät ñôn aùnh g  töø {1, . . . , k+1} vaøo
{1, . . . , p} . Chöùng minh k  p - 1.

   j  {1, . . . , k} sao cho g(j) = p

Ñeå ñöa veà
tröôøng hôïp  , 
ta ñaët aùnh xaï v 
nhö trong hình
veõ

j k k+1

v

1

21

2 j k k+1
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Ta coù :
gov(k+1)  

= p

gov laø moät
ñôn aùnh

Do ñoù

gov(i) p-1
 i  k

v

g

g voj k k+1

v

1

21

2 j k k+1

1 2 j p-1 p
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Baøi toaùn 7. Cho m vaø n laø hai soá nguyeân döông. Giaû
söû coù moät song aùnh f  töø {1, . . . ,m} vaøo {1, . . . ,n}.
Chöùng minh m =n.

f  laø moät ñôn aùnh töø {1, . . . ,m} vaøo {1, . . . , n}. Do 
ñoù m  n

f -1 laø moät ñôn aùnh töø {1, . . . , n} vaøo {1, . . . , m}. Do 
ñoù n  m

Duøng keát quaû naøy, ta coù theå ñònh nghóa “höõu haïn”
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Duøng keát quaû naøy, ta coù theå ñònh nghóa “höõu haïn”

Ñònh nghóa. Cho A laø moät taäp hôïp khaùc troáng, ta noùi
A  coù m  phaàn töû neáu vaø chæ neáu coù moät song aùnh f 
töø taäp hôïp 1, 2, 3,   , m vaøo A. Luùc ñoù ta noùi
taäp hôïp A coù höõu haïn phaàn töû

{1,..., }m {1,...,n}

Af
g

g -1

g f o
-1
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Ñònh nghóa. Cho A laø moät taäp hôïp khaùc troáng, ta noùi

 A  coù n  phaàn töû neáu vaø chæ neáu coù moät song aùnh
f  töø taäp hôïp 1, 2, 3,   , n vaøo A. Luùc ñoù ta
noùi taäp hôïp A coù höõu haïn phaàn töû.

 A laø moät taäp hôïp voâ haïn ñeám ñöôïc (hoaëc vaén taét
laø ñeám ñöôïc)  neáu vaø chæ neáu coù moät song  aùnh f   
töø Õ vaøo A.

A laø moät taäp hôïp quaù laém ñeám ñöôïc neáu vaø chæ
neáu A coù höõu haïn phaàn töû hoaëc voâ haïn ñeám ñöôïc .

 A  laø moät taäp hôïp voâ haïn khoâng ñeám ñöôïc neáu
vaø chæ neáu A khoâng höõu haïn vaø khoâng voâ haïn ñeám
ñöôïc .
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Baøi toaùn 8. Ñaët P (Õ )   laø hoï taát caû caùc taäp hôïp
con cuûa Õ. Chöùng minh  P (Õ )  laø moät taäp voâ haïn
khoâng ñeám ñöôïc.
A  laø moät taäp hôïp voâ haïn khoâng ñeám ñöôïc neáu vaø
chæ neáu A khoâng höõu haïn vaø khoâng voâ haïn ñeám
ñöôïc .

A khoâng laø taäp hôïp voâ haïn khoâng ñeám ñöôïc neáu vaø
chæ neáu A höõu haïn hoaëc A voâ haïn ñeám ñöôïc .

Duøng phaûn chöùng

P (Õ )  { {1}, {2}, . . . , {n} , . . .} : khoâng höõu haïn

Giaû thieát phaûn chöùng : P (Õ ) voâ haïn ñeám ñöôïc .
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Giaû söû P (Õ ) voâ haïn ñeám ñöôïc
A laø moät taäp hôïp voâ haïn ñeám ñöôïc neáu vaø chæ neáu
coù moät song  aùnh f   töø Õ vaøo A.
Coù moät song aùnh f töø Õ vaøo P (Õ ) 
Ñaët f (n) = An P (Õ ) = {A1 , A2 , . . ., An , . . . }

Ñeå deã xöû lyù caùc taäp con cuûa Õ, ta töông öùng moãi taäp
con B cuûa Õ baèng moät haøm soá sau

1 neáu ,
( )

0 neáu \ .B

x B
x

x B


 
 

 

ñöôïc goïi laø haøm ñaëc tröng cuûa BB

'' B BB B    
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1 ,
( )

0 \ .B

neáu x B
x

neáu x B


 
 

  '' B BB B    

Vaäy coù moät song aùnh töø P (Õ) vaøo { : }BF B  

{ : }
nAE n 

0 neáu ( ) 1,
Ñaët ( )

1 neáu ( ) 0.
n

n

A

A

n
g n

n





  


{ : ( ) 1}B n g n  

Bg F 

n
g nA   { : }

nAg E n  



P( )

Fn

An

An

E F

E = F
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C. Caùc taäp hôïp Ÿ vaø –

Cho m  vaø n  trong Ù,  xeùt phöông trình n = x  + m. 

 n > m :  theo ñònh nghóa ta coù moät soá nguyeân r sao
cho n = m + r . Vaäy ta choïn x = r .
 n < m :  theo ñònh nghóa ta coù moät soá nguyeân s sao
cho m = n + s.  Vaäy “m  bôùt ñi s” = n .  Trong toaùn
hoïc ta kyù hieäu “bôùt ñi s” laø –s . 
Phöông trình naøy laøm naûy sinh taäp hôïp caùc soá
nguyeân aâm - q : q  Õ 

Ñaët Ÿ =  - q : q  Õ  0  Ù vaø goïi Ÿ laø taäp
caùc soá nguyeân. 
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3 = x  + 1
4 =x  + 2

5 = x  + 3
6 =x  + 4
7 = x  + 5

2 = z  + 5 3 =z  + 6 4 = z  + 7
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Ñaët 0.m = m.0 = 0  vôùi moïi m  Ÿ

Moïi soá nguyeân m coù theå vieát thaønh sign(m) m’
vôùi moät m’ trong Õ .

Neáu m   - q  :  q  Ù  ta noùi m laø moät soá nguyeân
aâm vaø vieát m < 0, neáu m  Ù ta noùi m  laø moät soá
nguyeân döông vaø vieát m > 0. 

Vôùi soá nguyeân m  ta ñaët sign(m) nhö sau vaø goïi
ñoù laø daáu cuûa m

 
 
 

1 neáu 0
sign( ) 0 neáu 0

1 neáu 0

m ,
m m ,

m .
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Treân Ÿ ta coù caùc ñònh nghóa sau ñaây : vôùi moïi m, n,
p vaø q trong Ÿ

 - m = - sign(m)|m|,   m + (- m) = 0, 0 + m = m   

 m+n = sign(n)[|n|-|m|] neáu sign(m) sign(n), |n| |m|

 m+n = sign(m)[|m| + |n|]  neáu sign(m ) = sign(n)
 m+n =sign(m)[|m|-|n|] neáu sign(m) sign(n), |m|  |n|

 0.m = 0
 n.m =  |m|. |n|       neáu sign(m) = sign(n)
 n.m =  - |m|. |n|       neáu sign(m)  sign(n) 
 m  > n  neáu vaø chæ neáu m - n  Õ

 m  n  neáu vaø chæ neáu m = n  hoaëc m  > n.
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Ñònh lyù. Ñònh nghóa caùc pheùp coäng + vaø nhaân.  vaø
quan heä  trong Ÿ nhö treân. Ta coù vôùi moïi m, n,
p, vaø q  trong Ÿ.
(i)  m+n = n+m, n.m = m.n vaø m.(n + p) = m.n + m.p,
(ii)  laø moät quan heä thöù töï toaøn phaàn treân Ÿ.
(iii)  neáu m  n, p  q vaø r  0, thì

m + p  n + q  vaø mr  nr.
(iv)  |m|   m
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Cho n Ÿ \0 vaø m Ÿ, xeùt phöông trình nx = m.
-6.p  = 3
-4.p  = 2

1.q  = 2
2q  = 4

4.r  = 2
6.r  = 3

Phöông trình naøy coù theå khoâng coù nghieäm trong Ÿ
(thí duï 4x =2). Nhöng ta coù theå coi (n,m)  nhö laø moät
nghieäm cuûa noù vaø xeùt taäp hôïp – xaùc ñònh nhö sau

m

n1
2
3
4
5
6

1 2 3 4 5 6

7
8

-1-2-3-4-5-6

y
z

v

r
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Xeùt X = (Ÿ \ 0)Ÿ = (n,m) : nŸ \ 0 vaø mŸ 

Treân X ta ñònh nghóa quan heä R  nhö
sau (n,m)R (n’,m’)  n.m’ = n’.m

-6.x  = 3
-4.x  = 2

2.y  = 2
4.y  = 4

4.z  = 2
6.z = 3

Ta chöùng minh 
ñöôïc R laø quan
heätöông ñöông. 
Ta ñaët – laø taäp
thöông X/R. 

Ta kyù hieäu lôùp
töông ñöông
cuûa (n,m)  laø

vaø ta goïi ñoù laø
moät soá höõu tæ.

m
n

m

n1
2
3
4
5
6

1 2 3 4 5 6

7
8

-1-2-3-4-5-6

y
z

v

r
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Vì 2.6 =3.4 neân
(4,2)R(6,3). Do 

ñoù vaø
chæ laø moät soá
höõu tæ z. 

2
4

3
6

Nhö vaäy moät soá höõu tæ coù theå ñöôïc vieát ra nhieàu daïng

khaùc nhau, moãi daïng cuûa noù laø moät phaân soá ,

trong ñoù m ñöôïc goïi laø töû soá vaø n ñöôïc goïi laø maãu soá.

m
n

m

n1
2
3
4
5
6

1 2 3 4 5 6

7
8

-1-2-3-4-5-6

y
z

v

r

3 1 1, 2 , ,
2 2 2

r y z v    
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 vôùi moïi soá höõu tæ vaø vôùi moïi k  Õ.

 ñoàng nhaát m  vôùi vôùi moïi mŸ, ta coù Ÿ  –.

 neáu thì m   Ÿ \ 0 vaø ta coù theå

xeùt soá höõu tæ , ta kyù hieäu laø p -1 .


m km
n kn

1
m

  0mp
n

n
m

n
m

 vì (n,m) R (|n|, sign(n) m), ta coù theå vieát caùc soá

höõu tæ ôû daïng vôùi s  Õ vaø r  Ÿ. r
s
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Ñònh nghóa . Cho caùc soá höõu tæ vaø vôùi n

vaø s  Õ vaø m vaø r  Ÿ. Ta ñònh nghóa

,

m
n

r
s


 

m r ms nr
n s ns


m r mr.
n s ns


m | m || |
n | n |

neáu vaø chæ neáu ms  nr
m r
n s

neáu vaø chæ neáu ms > nr
m r
n s
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Ñònh lyù . Ñònh nghóa caùc pheùp coäng + vaø nhaân. vaø
quan heä  trong – nhö treân. Ta coù vôùi moïi m, n, p  
vaø q  trong – vaø p   0
(i)  m + n  = n + m vaø m.(n + p) = m.n + m.p,
(ii)  n.m = m.n vaø p.p -1 = 1,
(iii) neáu m   n   vaø n   m, thì m  =  n,
(iv)  neáu m   n, p  q  vaø r  0, thì m + p  n + q 
vaø mr  nr.  Neáu m > n vaø r  > 0, thì mr > nr.
(v)  |m|   m.


