CHUONG BA

SO NCUYEN VA 8O HUU T
A. SO NGUYEN - PHEP CQNG

Ta xét cac bail toan sau: tao ra lich cho nim sau
(danh sach cdc ngay va cdc th tuong wng, lién két
ngay duong lich va ngdy Am lich), tinh s6 clta s6 dé
x4y moOt cin nha, sO ngay hoc sinh dén trudng hiang
nim, s6 ca c6 thé nudi trong mot di€n tich nao do,
chi tiéu tuyén sinh clia mot dai hoc. . .
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Pé mo hinh cac bai toan bén trén, chung ta can mot
A ~ A A s, s o ° A

tap hop con s6. Ta khong thé c6 khai niém : nira
P ) o AN A Vs ° A (44 A 29
con ca, nua sinh vién, ta can khai ni€m “nguyén”.



Tap hdp cdc con s6 nguyén nay gom c6 cdc phan
t ndo d6. Tuy theo dia phuong n6é cé nhiéu tén, thi
du c6 mot phan ti dudc goi bing nhiéu cédch : hai,
nhi, dzi, deux, two, ni, . . . . Chung con dudc ky hi€u
theo nhi€u cdch con dudc ky hi€u bing nhi€u cich,
thi du mot phan t trong tip d6 cé cac ky sau : 12,
XII, 1100 (cd s6 nhi phan) . . .

C6 thé dong nhat tip sd nguyén véi cidc s6 dém
hay khong? N€u ching ta dém tat cd cdc sy vat ma
chiing ta biét, goi s6 d6 1a M, thi s6 M+1 tuy khong
12 sO ching ta d3 dung d€ d€m, nhung né rd rang la
mot s6 nguyén! Nhu vay khé ma dé tim tAp hgp tat
cd sO nguyén trong thién nhién.



Chiing ta cham dén mdt hinh dnh di€n t3 rat khéo
cau sau day cua Lao tu :

“Pao kha dao, phi thudng dao; danh kha danh, phi
thudng danh”™

“Pao ma dién gidi dudc thi khong phdi dao vinh
clfu bat bi€n, tén ma cé thé ditra d€ goi nd [dao]
thi khong phdi tén vinh cttu bat bi€n “.

(Nguyén Hién Lé dich)

G day ching ta thdy sic manh trf tué lodi ngudi, dit
ra mOt céi gi d6 (tdp hdp cadc sO6 nguyén) khong cé
sdn trong tu nhién, dung cdi d6 d€ gidi quyét cic
van dé c6 thuc trong tu nhién : ding cdc tién dé dé
dinh nghia tAp cdc sO nguyén.



Ong Peano dinh nghia tap sd nguyén dua vao tinh
thuc ti€n clia cdc sO (cdch dé€m su vat, phdi c6 mot
s6 dau tién, su ndi ti€p cdc s6 d€m) va “mot tinh
chit khong dé chap nhan lim” (tién dé IV).

C4c tién dé Peano vé tip cdc sd nguyén duong :
C6 mot tip hop N cung véi cdc tinh chat sau
I. V6i moi phan tif x trong N c6 moOt phan ti dudc ky
hiéu 1a S(x) trong N, dudc goi 12 phin tif k€ ti€p cuia x.
II. Cho x va y 13 hai phan t@ trong N sao cho

S(x)=8() thi x =y.
III. C6 mot phan t trong N ducc ky hiéu 14 1 sao cho 1
khong 13 phan t& k€ ti€p cla modt phan t& nao trong N.
IV. Cho U la mot tdp hdp concua Nsaochol € U
va S(x) e U v6imo1 x € U. Lucdo U= IN.




Tédp hop N duy nhdt theo nghia sau : néu co tdp
N’ thdéa bén tién dé Peano vdi phan tit dau tién la 1’
thi co mot song dnh f twN vao N’ sao cho f(1) =
(1) va S(f(n)) =f(S(n)) voi moi n € IN.

o

Pinh nghia. V4i bon tién dé nay ta x4c dinh s6 2
nhu 12 S(1), s6 3 nhula S(2),s6 4 nhu 12 S3),...
ta s& c6 moi s6 thudng duing dé€ dé€m

Dinh nghia. Ta c6 phép cOng trén & nhu sau :
n+l=8Sn),n+2=5mn+1),n+3 =Sn+2),....vV n €N

Dinh nghia. Ta x4ac dinh phé€p nhin trén [N nhu
sau :

ln =n,2.n = n+n, 3.n =2.n+n,..... Y n € IN.



Ong Peano d3a déng gép mdt ¥ todn rit quan
trong : IN khong chi 13 mot tdp hdp chita cdc sO
nguyén duong, ma trong N con ¢6 mot ciu tric
logic “phdn tit ké tiép”. Chinh cau tric logic ndy
xac dinh cac phép toan cOong va nhan trén IN va
quan hé€ thu ty sau day trén [N.

Dinh nghia. Ta ¢c6 m6t quan hé tha ty trén [N nhu
sau : chom van trong N, ta noi1

e n>m (haym<n) n€u va chi n€fu n=m+r
v6é1 mot r nao do trong IN,

e n>m (hay m< n) né€uva chinéu n=m hoic
n>m.



Pinh ly. Dinh nghia cdc phép + va . va quan hé >
trong N nhu trén. Ta co vdi moi m, n, p va q trong N
(1) m+n=n+m,n.m=m.n va m.(n + p) =m.n + m.p,
(i1) = la mot quan hé thit tu toan phan trén N.
(i) néu m=> n va p = q, thi

m+p =2 n+qg va mp = np.
(iv) Cho A la moét tdp con khdc trong trong IN
luc doco z trong A sao cho n =z vdimoi n
trong A (tandi A cé cuc tiéu ).

Céc tién dé cia Peano (tuong doi khd tuy nhién) gidp
chung ta s€ lam toan cOng va toan nhin c6 1y ludn
chic ché hon! Ngoai ra cdc tién dé nay con cho
ta mOt cach ching minh dac biét : qui nap todn hoc.



Dinhly. ChoA <« Nva pe A.Giasu S(n) € A
néu neA. Licdd {meN :m>p} c A.

B. PHEP QUI NAP TOAN HOC

Khi ta quan sat khong phai mét hi€n tugng, mot tinh
chat ma cd mot diay hién twgng hodc mot day tinh
chat {P.} véin 1a cédc s6 nguyén duong, ta c6 thé
dung phép qui nap todn hoc d€ chitng minh P,
ding v6éi moin > N chi can hai budc nhu sau :

¢ Ching minh P, dung vGin =N,

e Cho k l1a motsd nguyén duong k > N. Gia st
P, dung, ching minh P, , cling dung.

Néu lam dugc hai di€u trén, ta kétludn P,
ding v6imoin > N.



Baitoan 5. Chon e N. Ddr X =1+2°+ ... + 1.

Ching minh X = nz(r:q)z
bat P(n) 1a “ X = nz(rl:_l)z “.Ta thdy P(1) dung
Gia st P(k) ding v6imotk>1,tacé X, = kz(l:rl)z
X=X +(k+1)’ = k2(lz+1)2 +(k +1)°

_ i(k +1)2[K? + 4k +4] = (k”)zik”)z

Vay theo qui nap toan hoc P(n) duing v6imoin > 1.



Bai toan 6. Cho m va n la hai s0 nguyén duong. Gid
su co mot don danh f tw {1,...,m} vao{l, ...
n} . Chitng minh m < n.

Né&u m = 1. Ta c6 m < n (that ra khong cin gia thiét
vé f)
Gid st két qud ding khim =k .

Néu c6 mot don dnh f tw {1,...,k}vao {l,...,n}.
Thi k<n
Gid s co mot don dnh f tw {1,...,k+1} vao

{1,...,n}. Chitng minh k+1< n.

Gid su co mot don dnh g tuw {1,. .., k+1} vao {1,...,p}.
Chitng minh k+1< p.



Néu c6 don dnh f 1w {1,..., k} vao {1,...n}. Thi k<n
Gid s co mot don dnh g tw {1,...,k+1} vao
{1,...,p}. Chitng minh k+1< p.

Gid su co mot don dnh g tw {1,...,k+1} vao
{1,...,p}. Ching minh k<p - 1.

e o({1,...k})c={l,....,p-1 } dung gid thi€t qui nap
oo o({1,...,k}) khOng chira trong {1,...,p-1}.
e Jic{lkl « 5 .

| ) J
sao cho g(j)=p /<

]
k k+1

o




Néu c6 mot don dnh f tw {1, ...k} vao {1, ...,n}.
Thi k<n

Gid st co mot don dnh g tw {1,...,k+1} vao
{1,...,p}. Chiung minh k<p - 1.

ee Jje{l,...,k}saochog(j)=p

, .
D€ dua vé ) / ok
truéng hgp e, ~ ~

ta dit anh xa v N =l "
nhu trong hinh T

\%US




Ta co : k+1
gov(k+1) *
— p V

gov la mot l

don anh
k+1
Do dé 0
goV(i)S p-l l
Vi< k

Thay thé g bing gov, ta dua vé trudng hop da xét .



Bai toan 7. Cho m va n la hai s6 nguyén duong. Gid
sut co mot song dnh f tw {1,... ,m}vao {1,...,n}.
Chiting minh m =n.

f la motdon dnh tw {1, ... m}vao{l,...,n}. Do
do m<n

fYla motdon dnhtw {1,...,n}vao {1,...,m}. Do
do n<m

Dung ké&t qua nay, ta c¢6 thé dinh nghia “hitu han”
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Dung ké&t qua nay, ta c¢6 thé dinh nghia “hitu han”

DPinh nghia. Cho A 12 mot tip hop khdc trong, ta ndi

A ¢6 m phan tir néu va chi n€u cé mot song 4nh f
tv tap hop {1,2,3, .-, m} vaoA. Luc d6 ta noi
tip hop A c¢d hitu han phan tit

(1,..,m 1 (1,...n)
g
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Pinh nghia. Cho A 1a mot tdp hgp khac trong, ta noi

e A ¢6 n phdn tit n€u va chi n€u cé mdt song 4nh
ftw tip hop {1,2,3,---,n} vaoA.Luc do ta
néi tip hop A ¢d hitu han phan ti.

e Ala mottip hgp vo han dém dudc (hodc vin tit
]a dém dugc) néu va chi néu c6 mot song 4anh f
tu N vao A.

eA 12 mot tdp hdp qua 1am dém dudc néu va chi
néu A ¢é hitu han phan t&¢ hoic vd han d€m ducc .

e A 12 mot tap hdp vo han khong dém dudc néu
va chi n€u A khong hitu han va khong vd han dém
dudc .



Bai toan 8. Pat #(N) 12 ho tidt cid cdc tip hop
con cua AN. Chitng minh Z (N ) la mdt tadp vo han
khong dém dugc.

A 12 mot tAp hdp vo han khong d€m dudc néu va
chi n€u A khong hitu han va khong vo han dém
dudc .

Dung phan ching

A khong 1a tap hop vo han khong d€m dudc néu va
chi n€u A hitu han hoic A v6 han dém dudc .
PN){{1},{2},...,{n},...}:khOng hitu han

Gid thi€t phan ching : 9 (N ) v6 han dém dugc .
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Gid st ?(N) vo han dém dugc

A 12 mot tap hdp vo han dém dudc n€u va chi néu
cO motsong anhf tor N vao A.

C6 moOt song anh f tr N vao #(N)

Patf(n)=A, PN)={A A, . A . .. ]

PE dé xir 1y c4c tAp con clia N, ta tuong ng mdi tAp

con B ciia N bing mot ham sO sau
("

) )1 néu x € B, E—
X )= . — =
& ' 0 n€uxeN\B. Ay = L

X dudc goila ham dic trung cia B



(

1 néu x € B,
0 néu xeN\B.

Véay c6 mot song dnh tr (N) vaoF ={y, : Bc N}
AN) _ .
A E—{;(An :n e N}

N " F
0 néu ;(An(n)zl,

Xp(x)=>+ B'=B< gy, =¥

bat g(n) =+ B={neN:gn)=1}

8§=JXp € F
g;'&ZA VnelN g%Ez{;(A :neN} E + F*

1 néu y, (n)=0.



C. CACTAP HOP Z VA @
Chom van trong IN, xét phudng trinh n=x + m.

e n > m: theo dinh nghia ta ¢6 mot sO nguyén r sao
chon=m+ r.Vaytachon x =r.

e n < m: theo dinh nghia ta ¢6 mot sO nguyén s sao
chom=n+s. Vay “m b6t di s” =n. Trong toan
hoc ta ky hi€u “bét di s” la —s.

Phuong trinh nay 1am ndy sinh tAp hop cic sO
nguyénam {-qg:qgeN }

PitZ={-g:q eN }U {0} UN va goiZ la tip
cdc sO nguyén.
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3=x +1
4=x +2
S=x +3
6=x +4
T=x +35
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Néu m € {-q : g €N} tanéimla motsoé nguyén
am va viet m< 0, n€um € N ta néi m 12 mot s6
nguyén duong va viét m> 0.

V6i sO nguyén m ta diat sign(m) nhu sau va goi
d6 1a dau cda m

| néu m>0 ,
sign(m) =< 0 néu m=0,
—1 néu m<0 .

bit 0.m=m.0=0 v6imo1 me Z

Moi s6 nguyén m c6é thé viétthanh sign(m) m’
v61 mot m’ trong N .



Trén Z ta co cac dinh nghia sau day : v61 mo1 m, n,
p va g trong Z

o -m=-sign(m)lml, m+(-m)=0, O+m=m

e m+n = sign(m)[Iml + Inl] n€u sign(m ) = sign(n)

e m+n =sign(m)[Iml-Inl] n€u sign(m)=sign(n), Iml > Inl

e m+n = sign(n)[Inl-lml] né€u sign(m)= sign(n), Inl> ml
e (0.m=0

e n.m = Iml.lnl  néu sign(m) = sign(n)
e n.m = -Iml. Inl  néu sign(m) #sign(n)

e m >n néuvachinu m-neN

e m>n néuva chin€u m=n hoicm > n.



Dinh ly. DBinh nghia cdc phép cong + va nhan. va
quan hé > trong Z nhu trén. Ta cO vO1 mo1 m, n,
p,va q trong /.

(1) m+n=n+m,n.m=m.nva m.(n + p) =m.n + m.p,
(i1) > la mot quan hé thit tw toan phan trén Z.

(iii) néu m=>n, p>q va r=>0, thi

m+p=n+q va mr= nr.

(1v) Iml = m

GIAI TICH 1 - CHUONG BA 134



Chon €Z\{0} va m €/, xét phuong trinh nx = m.

: | -6.p =
y 4.p =2

ﬂ O
M . l.g =2
/ 2g =4

9

R oar=2
6-5-432-1 PY1234567 5,_3

Phuong trinh nay c6 thé khong c6 nghiém trong Z
(thi du 4x =2). Nhung ta c6 thé coi (n,m) nhu 12 mot
nghi€ém cua né va xét tdp hdp Q xac dinh nhu sau
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XetX=(LZ\{0})xZ ={(n,m):neZ\{0} va mel }

Trén X ta dinh nghia quan hé¢ R nhu Ta chdng minh
sau (n.m)R(n’.m’) < n.m’ =n’.m  dudc A la quan
hétuong duong.
Ta dat Qla tap
thuong X/A.

Ta ky hi€éu I6p
tuong duong

cua (n,m) la n

n
va ta go1 do la

6 -5-4-3-2-1

6x =3 2y =2 4z=2

" mot sO hitu ti.
4.x =2 4.y =4 6.z=73



Vi 2.6 =3.4 nén

(4,2)4(6,3). Do
a6 = va

4 6
chila mot so

hiru ti z.

Nhu viy mdt s hitu ti ¢6 thé dudce viét ra nhiéu dang
khdc nhau, mdi dang cda né 1a mot phan so”

Cis o A s VO T
trong do m dugc goi1 la tor sO va n dudgc goi1 la mau so.



m km

¢ —=— v3imoisd httuti va véimoi k € N.

n kn
e dong nhat m véi ™ véimoimeZ, ta c6 Z < Q.

1

A m N N , A

e nu p=—=0 thi m €e Z\{0} va ta cO thé
n
s, A ~ 2 n . ° A N
xétsohttuti — ,takyhiéu 7 1a pl.
m m

e vi (n,m) R (Inl, sign(n) m), ta cé thé viét cac sd

htutiddang ~ véiseN vare”Z.
s



< ? m \
Dinh nghia. Chocacso htuti — va

n
vase N va m var e Z. Tadinh nghia

m+r_ms+nr mr_mr
n S_ ns ’ n.s_ns
Iml_lml

n lInl

nm r

_>_

néu va chi néu ms > nr

> _ néu va chi néu ms > nr
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Pinh 1y . Dinh nghia cdac phép cong + va nhdn. va
quan hé > trong Q nhu trén. Ta co voi moi m, n, p
va q trong Q va p # 0

1) m+n =n+m va m.(n+p) = mn+m.p,
(i) n.m = m.n va p.p =1,

(i)néu m > n va n > m,thi m = n,

(iv) néu m > n, p>q va r>0,thi m+p> n+gq
va mr> nr. Néu m>nva r > 0,thi mr > nr.
(v) lml = m.
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