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DAÕY  VAØ CHUOÃI  SOÁ THÖÏC
CHÖÔNG NAÊM

Ñeå xaây döïng moät raøo ngaên khaùn
giaû traøn vaøo saân thi ñaáu boùng ñaù, 
ta caàn tính chu vi  p  cuûa moät hình
nhö beân caïnh. Hình naøy goàm hai
cung troøn vaø hai ñoaïn thaúng, moãi
cung laø moät phaàn tö cuûa moät
ñöôøng troøn coù baùn kính 60 meùt.

60
a

b

b

a

Duøng caùc coâng thöùc ñôn giaûn ta tính ñöôïc
(60 120 2) meùtp  
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Neáu baïn hoïc toaùn ñeå ñaït huy chöông Field, thì coâng
thöùc treân quaù toát. Nhöng khi ñöa vaøo caùc ñeà aùn thi coâng
thöïc teá, chuùng ta phaûi duøng moät trong caùc giaù trò cuûa p
nhö sau

p= 603,14 + 120 1,41 ;    
p = 603,141 + 120 1,414 ;
p = 603,1416 + 120 1,4142 .

Nhö vaäy trong thöïc teá, moät soá soá thöïc thöôøng ñöôïc thay
theá baèng caùc giaù trò xaáp xó cuûa chuùng. 
Thí duï , ngöôøi thöôøng ñoàng nhaát  vôùi moät trong caùc soá

{3,14; 3,141; 3,1416}, vaø vôùi moät trong caùc soá
{1,41; 1,414; 1,4142}

2
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Ñònh nghóa . Cho f laø moät aùnh xaï töø Õ vaøo — ,  ñaët
an = f(n) vôùi moïi n  Õ , ta noùi an laø moät daõy soá thöïc. 

Thí duï 1.   {sin(n3 + 2n)} laø moät daõy soá thöïc

Thí duï 2. Ñaët a1 = 3,14,  a2 = 3,141, a3 = 3,1415 , 

a4 = 3,14159 , a5 = 3,141592 , a6 = 3,1415926 , 

a7 = 3,14159265 ,  a8 = 3,141592653 , a9 = 3,1415926535 , 
. . . .   Ñaây laø daõy soá giuùp chuùng ta choïn caùc giaù trò gaàn
ñuùng cuûa soá p theo caùc sai soá cho pheùp trong caùc tính
toaùn cuï theå .

Nay ta xem caùch moâ hình yù töôûng treân cuûa caùc nhaø toaùn
hoïc .
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Ñònh nghóa . Cho  {xn } laø moät daõy soá thöïc vaø moät soá
thöïc a.
Ta noùi daõy { xn } hoäi tuï veà a neáu vaø chæ neáu

  > 0     N()   Õ sao cho

| xn - a |   <     n >  N()

a

x


a- a+



x xx x x x x x x
37 23 45 N( )+m N( )+1 N( )+k1

Ta xem moâ hình toaùn hoïc cuûa yù töôûng ñoàng nhaát moät soá
thöïc a vôùi moät daõy caùc giaù tri xaáp xó cuûa noù nhö sau
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Baøi toaùn 18. Chöùng minh  {n-1} hoäi tuï veà 0  . 

  > 0     N()   Õ sao cho

| xn - a |   <     n >  N()
Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho

| xn - a |   <     n >  N()

0


- 


1
2

1
3

1
4N k( )+

1
N( )+1

1

Chuùng ta neân moâ hình toaùn hoïc nhö sau : ñaët xn = n-1 vôùi
moïi soá nguyeân döông, vaø chöùng minh {xn} hoäi tuï veà 0.  
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Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho
| xn - a |   <     n >  N()

Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho
| n-1 - 0  |   <     n >  N()

Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho
n-1 <   n >  N()

Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho
-1 < n  n >  N()

0


- 


1
2

1
3

1
4N k( )+

1
N( )+1

1
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Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho
 -1 <   n  n >  N()

(R18) (Tính chaát Archimeøde)  Neáu x  > 0 vaø 0 < y, luùc
ñoù coù moät soá nguyeân döông N   sao cho

y   <   Nx .     (hay  N -1y   <  x  )

y =  -1 vaø x =1 

Coù moät soá nguyeân döông N() :     -1 < N() .1

Cho moät  > 0   coù N()   Õ sao cho
 -1 <   n  n >  N()

 -1 < N() .1 < n  n >  N()
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Baøi toaùn 19. Cho  {xn } laø moät daõy soá thöïc sao cho coù
moät soá thöïc döông C  ñeå cho

| xn |   § n-1C                   n  Õ . 
Chöùng minh   {xn } hoäi tuï veà 0 .

Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho
| xn - 0  |   <     n >  N()

Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho
| xn |   <     n >  N()

Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho
n-1C   <     n >  N()

Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho
-1C   < n       n >  N()
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Baøi toaùn 20. Chöùng minh {2-n}  hoäi tuï veà 0 . 

Chöùng minh coù moät soá thöïc C sao cho

| xn | § n-1  n  Õ . 
Pn :  n  § 2 n    n  Õ ( 2-n    § n-1 ; 2-k - n § 2-k .n-1 )
P1  :     1 § 2 1  =  2           ñuùng

Pn ñuùng :      n  § 2 n

Pn+1  :     n  +1   § 2 n+1

n  +1  =  ( n )  +  1 § 2 n + 1 § 2 n + 2 n § 2. 2 n = 2 n+1

Chuùng ta moâ hình toaùn hoïc nhö sau : ñaët
xn = 2-n  n  Õ . 

Chöùng minh {xn }  hoäi tuï veà 0 .
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’>0, M(’)Õ sao cho

|xn - a | § ’  n > M(’) 

 > 0  N()Õ sao cho

| xn - a | <   n > N()
?


 > 0  N()Õ sao cho

| xn - a | <   n > N()

 > 0  N()Õ sao cho

| xn- a| §   n >  N()
?



’>0  M(’)Õ sao cho

|xn - a | § ’  n > M(’) 

 > 0  N()Õ sao cho

| xn - a | <   n > N()

’>0  M(’)Õ sao cho

|xn - a | § ’  n > M(’) 

 > 0  N()Õ sao cho

| xn - a | <   n > N() 
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’>0  M(’)Õ sao cho

|xn - a | § ’  n > M(’) 

 > 0  N()Õ sao cho

| xn - a | <   n > N() 

Cho moät ’ > 0  ta coù moät M(’)   Õ sao cho

| xn - a |   § ’  n > M(’) 

Cho moät  > 0    tìm N()   Õ sao cho

| xn - a |   <     n >  N()
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Cho moät ’ > 0    ta coù moät M(’)   Õ sao cho

| xn - a |   § ’  n >  M(’)

Cho moät  > 0    tìm N()   Õ sao cho

| xn - a |   <   n >   N() 

Cho , ñaët ’ =     , ta coù M(’) , ñaët

N() =  M(’) = M(    ) 

1
2

1
2

<     1
2

Cho moät  > 0    tìm N()   Õ sao cho

| xn - a |     n >   N() 1
2 
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 > 0  N()Õ sao cho

| xn - a | <   n > N()

 > 0  N()Õ sao cho

| xn- a| <   n  N()
?


 > 0  N()Õ sao cho

| xn - a | <   n > N()

 > 0  N()Õ sao cho

| xn- a| §   n  N()
?


’>0  M(’) sao cho

|xn - a | < ’  n  M(’) 

 > 0  N()Õ sao cho

| xn - a | <   n > N()
?


n > N()   n  N() + 1 

Baøi taäp töï laøm
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Ñònh nghóa .  Cho  g laø moät aùnh xaï töø taäp hôïp caùc soá
nguyeân döông Õ vaøo Õ . Ñaët

nk =  g(k)  k  Õ . 

Ta  duøng {nk } thay cho {xn } vì ta thöôøng kyù hieäu caùc
soá nguyeân döông laø n

g(k) = 12    k  Õ nk = 12         k  Õ

g(k) = k2 - 8k+100  k  Õ nk = k2 -8k + 100  k  Õ

g(k) = 3k  k  Õ nk = 3k   k  Õ

g(k) = k  k  Õ nk = k  k  Õ
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f

g

f go







Cho   g laø moät
aùnh xaï töø Õ vaøo
Õ vaø f laø moät
aùnh xaï töø Õ vaøo
—.  Ñaët

xn =  f(n)  n œ Õ

bk = fog(k)  k œÕ

Ta thaáy fog cuõng laø moät aùnh xaï töø Õ vaøo — . 
Vaäy {xn} vaø {bk} laø caùc daõy soá thöïc .
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Cho   { xn } laø moät daõy soá thöïc vaø moät soá thöïc a . 
Ta noùi daõy { xn } hoäi tuï veà a neáu vaø chæ neáu

  > 0     N()  Õ sao cho

| xn - a | <    n >  N()

Cho   g laø moät aùnh xaï töø Õ vaøo Õ vaø f laø moät aùnh xaï
töø Õ vaøo —.  Ñaët

xn =  f(n)  n œ Õ .

bk =  fog(k)  k œ Õ .

bk =                          k œ Õxg k( )

k     § g(k)                  k œ Õ
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Ta noùi {bk} laø
moät daõy con cuûa
{xn} neáu g
taêng nghieâm
caùch. Luùc ñoù ta
kyù hieäu

bk =  
kn

x

(  bn =  fog(n) = bn =  f (g(n) ) =  f(nk )  )

Neáu g taêng
nghieâm caùch thì
k § g(k)   k œ Õ

f

g

f go






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Neáu g(n) = 5n+3 ta kyù hieäu laø x5n+3
k
nx

Neáu g(n) = 2n ta kyù hieäu laø x2nk
nx

Neáu g(n) = 2n+1 ta kyù hieäu laø x2n+1k
nx
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Baøi toaùn 21.  Cho moät daõy soá thöïc {an}. Chöùng minh  
ba ñieàu sau ñaây töông ñöông
(1) {an} hoäi tuï veà a   trong — .

(2) {an  - a } hoäi tuï veà 0   trong — .
(3) {|an  - a |} hoäi tuï veà 0   trong — .

  > 0     N()   Õ sao cho
| xn - a | <    n >  N()

 ’ > 0     M(’)   Õ sao cho
| (xm - a ) - 0 | <    m >  M(’)

 ” > 0     K(”)   Õ sao cho
| |xk - a | - 0 | <    k > K(”) 
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  > 0     N()   Õ sao cho
| xn - a | <    n >  N()

 ’ > 0     M(’)   Õ sao cho
| (xm - a ) - 0 | <    m >  M(’)

 ” > 0     K(”)   Õ sao cho
| |xk - a | - 0 | <    k > K(”) 

  > 0     N()   Õ sao cho
| xn - a | <    n >  N()

 ’ > 0     M(’)   Õ sao cho
| (xm - a ) |  = | xm - a | <    m >  M(’)
 ” > 0     K(”)   Õ sao cho

| |xk - a | |   = |xk - a |  <    k > K(”) 
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Ñeå tính chuùng ta thöôøng laøm nhö sau
s= 3,14 + 1,41  hoaëc
s = 3,141 + 1,414  hoaëc
s = 3,1416 + 1,4142 . . . 

2s  

Ñaët a1 = 3,14,  a2 = 3,141, a3 = 3,1415 , a4 = 3,14159 , 
a5 = 3,141592 , a6 = 3,1415926 , a7 = 3,14159265 ,  
a8 = 3,141592653 , a9 = 3,1415926535 , . . . ., 
b1 = 1.41,  b2 = 1.414, b3 = 1.4142 , b4 = 1.41421 , 
b5 = 1.414213 , b6 = 1.4142135 , b7 = 1.41421356 ,  
b8 = 1.414213562 , b9 = 1.4142135623 , . . . ., 

Ta thöû moâ hình toaùn hoïc cho vieäc laøm thoâng thöôøng naøy
nhö sau. 
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Ta thaáy caùc daõy soá {an} vaø {bn} laàn löôït laø caùc daõy caùc
soá xaáp xó  vaø , hay {an} vaø {bn} laàn löôït hoäi tuï  vaø2 2

Nay ta ñaët
s1 = a1+ b1 , 
s2 = a2 + b2 ,
s3 = a3 + b3 ,
s4 = a4 + b4 ,
s5 = a5 + b5 ,

. . .
Theo caùch laøm thoâng thöôøng, chuùng ta chaáp nhaän {sn} laø
daõy soá thöïc xaáp xó cho soá . Chuùng ta seõ chöùng
minh vieäc chaáp nhaän naøy laø ñuùng theo baøi toaùn sau.

2s  
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Baøi toaùn 22.   Cho  hai soá thöïc a vaø b vaø hai daõy soá
thöïc {an} vaø {bn} . Giaû söû {an} hoäi tuï veà a vaø {bn}
hoäi tuï veà b . Ñaët c = a +b vaø cn = an + bn vôùi moïi soá
nguyeân döông n . Chöùng minh {cn} hoäi tuï veà c . 
Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho

| an - a | <    n >  N()
Cho moät ’ > 0   ta coù M(’)   Õ sao cho

| bm - a | <  ’  m >  M(’)
Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho

| ck - c | <  ”  k >  K(”)
Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho

| (ak+ bk) - (a +b )| <  ”  k >  K(”)
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Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho

| an - a | <    n >  N()

Cho moät ’ > 0   ta coù M(’)   Õ sao cho

| bm - b | <  ’  m >  M(’)
Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho

| (ak + bk) - (a +b )| <  ”  k >  K(”)

(ak + bk) - (a +b )  =   (ak - a) + (bk -b )

|(ak + bk) -(a +b )|  § | ak - a | + | bk - b |

|(ak + bk) -(a+b )|  < +’  k >  N() vaø k >  M(’)
|(ak + bk) -(a+b )|  < +’  k >  max {N(), M(’) }
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Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho

| (ak + bk) - (a +b )| <  ”  k >  K(”)

|(ak + bk) -(a+b )| < + ’  k >  max { N() , M(’) }

Cho moät ” > 0 , choïn
 = ’ =      ”1

2 vaø K(”)  = max { N() , M(’) }
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Baøi toaùn 23.   Cho  hai soá thöïc a vaø b vaø hai daõy soá
thöïc {an} vaø {bn} . Giaû söû {an} hoäi tuï veà a vaø {bn}
hoäi tuï veà b . Ñaët c = a.b vaø cn = an.bn vôùi moïi soá
nguyeân döông n . Chöùng minh {cn} hoäi tuï veà c . 
Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho

| an - a | <    n >  N()
Cho moät ’ > 0   ta coù M(’)   Õ sao cho

| bm - a | <  ’  m >  M(’)
Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho

| ck - c | <  ”  k >  K(”)
Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho

| ak .bk – a.b | <  ”  k >  K(”)
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Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho
| an - a | <    n >  N()

Cho moät ’ > 0   ta coù M(’)   Õ sao cho
| bm - b | <  ’  m >  M(’)

Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho
| ak .bk - a.b | <  ”  k >  K(”)

ak .bk - a.b =   (ak - a)bk + a(bk -b )
|ak .bk -a.b|  § | ak - a ||bk| + |a|| bk - b |
|ak .bk – a.b|  < |bk|+ |a|’  k >  N() vaø k >  M(’)
Xöû lyù |bk| |bk|  | bk -b| + |b| < ’ + |b|   k >  M(’)

|ak .bk– a.b| <  ’ + |b|+ |a|’  k >  N() vaø k >  M(’)
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Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho
| an - a | <    n >  N()

Cho moät ’ > 0   ta coù M(’)   Õ sao cho
| bm - b | <  ’  m >  M(’)

Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho
| ak .bk - a.b | <  ”  k >  K(”)

|ak .bk – a.b|  < ”  k > K(”) = max{N(),M(’)}

Giaûi phöông trình x2 + (|b|+ |a|)x = ”
2(| | | |) 4 " | | | |Ñaët ' 0

2
a b a b

x
     

   

|ak .bk– a.b| <  ’ + |b|+ |a|’  k >  N() vaø k >  M(’)
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Cho  > 0, coù N()  Õ sao cho | an - a| <   n >  N()
Cho ’ > 0, tìm M(’) Õ sao cho | cm - a-1| < ’ m
>M(’)

Baøi toaùn 23b.   Cho soá thöïc a khaùc khoâng vaø daõy soá
thöïc {an} sao cho an khaùc khoâng vôùi moïi n . Giaû söû
{an} hoäi tuï veà a. Ñaët vôùi moïi soá nguyeân
döông n . Chöùng minh {cn} hoäi tuï veà a-1 . 

1
n nc a

1 1 1 m
m

m m

a a
c a

a a a a
 

    Xöû lyù 1

ma a
| |Ñaët
2
a 

0 |a||a |m

|a|
2 =|a|- |a|+

Coù N()  Õ sao cho | an - a| <   n >  N() 
| an|  |a| - | a - an |  > 
|a| -  = 2-1|a|                       
 n >  N()
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Cho  > 0, coù N()  Õ sao cho | an - a| <   n >  N()
Cho ’ > 0, tìm M(’) Õ sao cho | cm - a-1| < ’ m
>M(’)1 1 1 m

m
m m

a a
c a

a a a a
 

    Xöû lyù 1

ma a
| |Ñaët
2
a 

Coù N()  Õ sao cho | an - a| <   n >  N() 

| an|  |a| - | a - an |  > |a| -  = 2-1|a|          n >  N()

1
2 2

2 | | 2| | | | max{ ( ), ( )}
| | | |

m n
m

m

a a a a
c a m N N

a a a a
    

     
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Baøi toaùn 24.   Cho  moät soá thöïc a vaø ba daõy soá thöïc
{an}, {bn} vaø {xn} . Giaû söû
(i)   an  § xn § bn vôùi moïi soá nguyeân döông n .
(ii) {an} vaø {bn} hoäi tuï veà a  . 
Chöùng minh {xn} hoäi tuï veà a . 

Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho
| an - a | <    n >  N()

Cho moät ’ > 0   ta coù M(’)   Õ sao cho
| bm - a | <  ’  m >  M(’)

Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho
| xn - a |  <  ”  k >  K(”)
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Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho
| an - a | <    n >  N()

Cho moät ’ > 0   ta coù M(’)   Õ sao cho
| bm - a | <  ’  m >  M(’)

Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho
| xk - a |  <  ”  k >  K(”)

|xk - a|  = |xk - ak +   ak - a |  § | xk - ak | +  | ak - a |
(i) ak § xk § bk fl | xk - ak |  § | bk - ak |

an                                           xn bn

|xk - a|  <   ’ +   2  k >  N()  vaø k >  M(’)

|xk-a| § | bk-ak | +| ak - a | § | bk-a | + | ak - a |+ | ak - a |
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Baøi toaùn 26.  Cho hai daõy soá thöïc {an}vaø{bn}sao cho
[an  , bn ]   Õ [am  , bm ]     " m , n œ Ù ,  m  § n .

Chöùng minh sup infn na b
nn


 

Baøi toaùn 25.  Cho hai taäp con khaùc troáng A vaø B trong
—. Giaû söû x § y " x œ A , " y œ B .
Chöùng minh       sup A  § inf B

Chöùng minh           x  § inf B             " x œ A

" x œ A  , chöùng minh            x § y " y œ B . 

Chöùng minh           an  § bm " m , n œ Ù
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Chöùng minh           an § bm " m , n œ Ù

[an  , bn ]   Õ [am  , bm ]             " m , n œ Ù ,  m § n .
[as  , bs ]   Õ [ar , br ]                " r , s œ Ù ,  r  § s .

∏ m § n   :   r = m  vaø s = n       [an  , bn ]   Õ [am  , bm ]

an œ [an  , bn ]     fl an   œ [am  , bm ] . Vaäy an § bm

∏ n § m   :   r = n  vaø s = m    [am  , bm ]   Õ [an  , bn ]

bm œ [am  , bm ]     fl bm œ [an  , bn ]  . Vaäy an § bm

a bm na bmn

a bm na bmn
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Baøi toaùn 27.  Cho hai daõy soá thöïc {an}vaø{bn}sao cho
[an  , bn ]   Õ [am  , bm ]     " m , n œ Ù ,  m  § n .

Chöùng minh [ sup , inf ] [ , ]n n k ka b a b
nn k


  



?
[ sup , inf ] [ , ]n n k kx a b x a b k

nn
    





?

sup infn n k ka x b a x b k
nn

      





Chöùng minh [ sup , inf ] [ , ]n n k ka b a b k
nn

  




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Baøi toaùn 28.  Cho hai daõy soá thöïc {an}vaø{bn} sao cho
(i)       [an  , bn ]   Õ [am  , bm ]     " m , n œ Ù ,  m  § n .
(ii)      limkØ¶ ( bk - ak )  =   0 .

Chöùng minh  sup infn na b
nn


 

0 § infm œ Ù bm - supn œ Ù an   § bk - ak " k œ Ù

Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho
| bn - an  - 0 |   <    n >  N()
0 § infm œ Ù bm - supn œ Ù an   §    > 0 

Neáu 0 < infm œ Ù bm - supn œ Ù an , ñaët inf supm mm m
b a

 
 

 

an bn
sup a

kk
inf 

k
bk
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Baøi toaùn 29. Cho hai daõy soá thöïc {an} vaø{bn}sao cho
(i)     [an  , bn ]   Õ [am  , bm ]     " m , n œ Ù ,  m  § n .
(ii)          limkØ¶ ( bk - ak )  =   0

Chöùng minh   limkØ¶ ak = limkØ¶ bk = supn œ Ù an

an bn
sup a

kk
inf 

k
bk

Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho
| bn - an  - 0 |   <    n >  N()

Cho moät ’ > 0   tìm M(’)   Õ sao cho
| an  - supn œ Ù an |   <  ’  n >  M(’)

| an - sup n œ Ù an |   < | bn - an |  <    n >  N()
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Baøi toaùn 30. Cho ba daõy soá thöïc {an}, {bn} vaø{xn}sao
cho
(i)     [an  , bn ]   Õ [am  , bm ]      " m , n œ Ù ,  m  § n ,
(ii)          limkØ¶ ( bk - ak )  =   0 ,
(iii)   xn [an , bn ]              " n œ Ù .
Chöùng minh {xn} laø moät daõy hoäi tuï. 

limkØ¶ ak = limkØ¶ bk = supn œ Ù an (baøi toaùn 29)

an  xn  bn " n œ Ù .
an xn bn

sup
n

an

 
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Cho {xn} laø moät daõy soá thöïc.  Cho J laø moät taäp con 
trong Õ vaø J coù voâ haïn phaàn töû . 

Duøng qui naïp toaùn hoïc ta ñaët
n1 =   min J

n2 =   min  J \ [ 0 , n1] 
n3 =   min  J \ [0 , n2]

nk+1 =   min  J \ [0 , nk ]         " k œ Õ

Ta thaáy {nk } laø moät daõy ñôn ñieäu taêng trong Õ

Vaäy laø moät daõy con cuûa daõy {xn} }{
knx
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Baøi toaùn 31. Cho moät aùnh xaï f töø  vaøo taäp {1,2, . . , 9}
Ñaët xn = f(n) vôùi moïi soá nguyeân döông n. Tìm moät daõy
con             cuûa {xn} sao cho hoäi tuï . { }nk

x { }nk
x

Ñaët Im = {n   : xn = m} vôùi moïi m  {1,2, . . , 9}. 

1 2 9I I I   
Coù r  {1,2, . . , 9} sao cho Ir laø taäp coù voâ haïn phaàn töû
Ñaët J =  Ir vaø laäp daõy töông öùng vôùi J . { }nk

x

Vì nk J =  Ir ,                   vôùi moïi soá nguyeân döông k . 

Cho  > 0 , ta thaáy : 
nk

x r
| | 0 1.nk
x r k    

lim nkk
x r



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Cho {xn} laø moät daõy soá thöïc.  Cho {Jn} laø moät hoï
ñeám ñöôïc caùc taäp con trong Õ . Giaû söû Jn coù voâ haïn
phaàn töû vaø Jn+1 Õ Jn vôùi moïi soá nguyeân döông n . 

Ta thaáy {nk } laø moät daõy ñôn ñieäu taêng trong Õ

Vaäy laø moät daõy con cuûa daõy {xn}}{
knx

Duøng qui naïp toaùn hoïc ta ñaët

n1 =   min J1

n2 =   min  J2 \ [ 0 , n1] 

n3 =   min  J3 \ [0 , n2]

nk+1 =   min  Jk+1 \ [0 , nk ]         " k œ Õ



GIAI TICH 1 - CHUONG 5 211

Ñònh lyù 6.1 (Bolzano- Weierstrass) Cho a vaø b laø hai soá

thöïc vaø xn laø moät daõy soá thöïc . Giaû söû a  < b vaø
xn  [a,b]  vôùi moïi soá nguyeân n. Luùc ñoù coù moät daõy con 

cuûa daõy xn sao cho hoäi tuï veà x  [a, b].{ }xn
k

{ }xn
k
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Ñònh lyù (Bolzano- Weierstrass) Cho a vaø b laø hai soá

thöïc vaø xn laø moät daõy soá thöïc . Giaû söû a  < b vaø
xn  [a, b]  vôùi moïi soá nguyeân n  Õ . Luùc ñoù coù moät
daõy con cuûa daõy xn sao cho hoäi tuï veà x 
trong [a, b].

{ }xn
k

{ }xn
k

J’  = {   n     :1 x         }n J” = {   n     :1 x         }n
Vì J’1  J”1 =  . Neân moät trong hai taäp J’1 vaø J”1 phaûi
coù voâ haïn phaàn töû. Ta giaû söû J’2 coù voâ haïn phaàn töû . 
Ñaët [ , ]=      , ta coù a b1 1 [ , ]  [ , ]  vaø ( - ) = 2 ( - ) a b a b b a b a1 1 1 1   -1
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Vì J’2  J”2 = J”1 . Neân moät trong hai taäp J’2 vaø J”2
phaûi coù voâ haïn phaàn töû. Ta giaû söû J”2 coù voâ haïn phaàn töû . 
Vaø ñaët J2 = J”2 .

J   = ” {   n  J’  :2 x         }n1J   = ’ {   n  J’  :2 x         }n1

Ñaët [ , ] =        a b2 2

Ta coù : J2  J1 , [a2 ,b2]  [a1 ,b1] , vaø (b2 - a2) = 2-2 (b- a) 

J’  = {   n     :1 x         }n J” = {   n     :1 x         }n
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Vì J’3  J”3 = J”2 . Neân moät trong hai taäp J’3 vaø J”3
phaûi coù voâ haïn phaàn töû. Ta giaû söû J”3 coù voâ haïn phaàn töû . 
Vaø ñaët J3 = J”3 .

Ta coù : J3  J2  J1 , [a3 ,b3]  [a2 ,b2]  [a1 ,b1] , vaø

(b3 – a3) = 2-3 (b- a) 

J   = ” {   n  J’  :2 x         }n1J   = ’ {   n  J’  :2 x         }n1

Ñaët [ , ] =        a b3 3

J  =3” {n  J   2” : xn J  =3’ {n  J   2” : xn 
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Vì J’4  J”4 = J”3 . Neân moät trong hai taäp J’4 vaø J”4
phaûi coù voâ haïn phaàn töû. Ta giaû söû J’4 coù voâ haïn phaàn töû . 
Vaø ñaët J4 = J’4 .

Ta coù :  J4  J3  J2  J1 , 
[a4 ,b4]  [a3 ,b3]  [a2 ,b2]  [a1 ,b1] ,    vaø
(b4 – a4) =  2-4 (b- a) 

J  =3” {n  J   2” : xn J  =3’ {n  J   2” : xn 
J  =4’ {n  J   3” : xn  J  =4” {n  J   3” : xn 

Ñaët [ , ] =        a b4 4



GIAI TICH 1 - CHUONG 5 216

xn  [a, b]  vôùi moïi soá nguyeân n  Õ . Luùc ñoù coù moät
daõy con cuûa daõy xn sao cho hoäi tuï veà x 
trong [a, b].

{ }
knx { }

knx

Duøng qui naïp toaùn hoïc, ta tìm ñöôïc caùc soá thöïc a1 , . . . , 
an , . . . , b1 , . . . , bn , . . . sao cho an < bn  n vaø
 [a,b]  [a1 ,b1]  [a2 ,b2]  . . . [an ,bn]  . . .
 (bn – an) =  2-n (b- a)     n ,
 Neáu ñaët Jn = {n  : xn [an ,bn] }, thì Jn coù voâ haïn

phaàn töû vaø J1  J2  J3  . . .  Jn  . . . .
Luùc ñoù lim lim sup{ : }n n nn n

a b x a n
 

   

Choïn daõy con             cuûa {xn}sao cho nk  Jk ,  k . 
Ta coù . Vaäy

{ }
knx

kk n ka x b  lim
knk

x x



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Ñònh nghóa . Cho  { xn } laø moät daõy soá thöïc . Ta noùi daõy
{ xn } laø moät daõy Cauchy neáu vaø chæ neáu
  > 0     N()  Õ sao cho

| xn - xm | <    n > m >  N()
Baøi toaùn 32. Cho { xn } laø moät daõy soá thöïc hoäi tuï veà
a. Chöùng minh { xn } laø moät daõy Cauchy .
  > 0     N()  Õ sao cho

| xn - a | <    n >  N()
  > 0     N()  Õ sao cho

| xn - xm | <    n > m >  N()
 ’ > 0     M(’)  Õ sao cho

| xn - xm | <  ’  n > m >  M(’)
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Cho   { xn } laø moät daõy soá thöïc hoäi tuï veà a. Chöùng
minh { xn } laø moät daõy Cauchy .

  > 0     N()  Õ sao cho
| xn - a | <    n >  N()

 ’ > 0     M(’)  Õ sao cho
| xn - xm | <  ’  n > m >  M(’)

Cho moät  > 0   ta coù N()  Õ sao cho
| xn - a | <    n >  N()

Cho moät ’ > 0    tìm M(’)  Õ sao cho
| xn - xm | <  ’  n > m >  M(’)
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Cho moät  > 0   ta coù N()  Õ sao cho
| xn - a | <    n >  N()

Cho moät ’ > 0    tìm M(’)  Õ sao cho
| xn - xm | <  ’  n > m >  M(’)

| xn - xm |  § | xn - a +  a - xm | § | xn - a |   +   | a - xm | 

| xn - xm |     <  +   n , m >  N()

 +  V ’ M(’)  V N()

| xn - xm |     § | xn - a |   +   | a - xm | 
<  +  = ’  n > m >  M(’)

Cho moät ’ >  0 ,  ta choïn  =    ’ vaø M(’) = N()  1
2
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Baøi toaùn 33. Cho   { xn } laø moät daõy soá thöïc Cauchy . 
Chöùng minh  A = { xn :  n œ Ù}     bò chaën trong —

Tìm moät soá thöïc M sao cho | xn | § M " n œ Ù

-M  § xn § M " n œ Ù

  > 0     N()   Õ sao cho
| xn - xm |   <    n > m ¥ N()

Tìm moät soá thöïc M sao cho | xn | § M " n œ Ù

| xn | § | xn - xm |  + | xm |  <   + | xm |     n > m ¥ N() 

 = 1 ,  m = N(1) :     | xn | <  1 +  | x N(1) |      n > N(1) 
Ñaët : M = max {| x1 | , | x2 | , . . . , | x N(1) -1 | , 1+ | x N(1) | }
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Baøi toaùn 34. Cho {xn} laø moät daõy soá thöïc Cauchy vaø a
laø moät soá thöïc. Giaû söû {xn} coù moät daõy con         hoäi tuï
veà a.  Chöùng minh {xn } hoäi tuï veà a. 

{ }xn
k

Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho

| xn - xm | <    n > m >  N()

Cho moät ” > 0    tìm M(”)   Õ sao cho

| xn - a | <  ”  n  >  M(”) 

Cho moät ’ > 0 ta coù K(’)   Õ sao cho

|         - a | <  ’  k  >   K(’)xn
k
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| xm - a |  <   +  |       - a |                 m ¥ N()xn
m

Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho
| xn - xm | <    n ¥ m ¥ N()

Cho moät ” > 0    tìm M(”)   Õ sao cho
| xm - a | <  ”  m  >  M(”) 

Cho moät ’ > 0 ta coù K(’)   Õ sao cho
|         - a | <  ’  k  >   K(’)xn

k

| xm- a | § | xm - xn | + | xn - a|  <  + | xn - a |   n¥ m¥N()

| xm - a | <  + ’  m ¥ N(), m  >   K(’)
Cho moät ” > 0 . Ñaët
 =  ’ =  ”/ 2      vaø M(”)  =  max {N() , K(’) }



GIAI TICH 1 - CHUONG 5 223

Baøi toaùn 35. Cho {xn }laø moät daõy soá thöïc Cauchy.  
Chöùng minh {xn } hoäi tuï. 

Coù moät soá thöïc döông M  sao cho

| xn |  § M                             n  Õ

Coù moät soá thöïc döông M  sao cho

xn [- M , M ]  n  Õ

{ xn } hoäi tuï veà a.

{ xn } coù moät daõy con              hoäi tuï veà a. { }xn
k
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Baøi toaùn 36. Cho n laø moät soá nguyeân döông . Ñaët
xn = (2!)- 1 + (4!)- 1 + (6!)- 1 + . . . + (2n!)-1  n  Õ . 
Chöùng minh   {xn } hoäi tuï .

xn - xm=[(2!)- 1+ . . . + (2m!)-1 + (2(m+1)!)-1+ . . .+ (2n!)-1 ]
- [(2!)- 1+ . . . +(2m!)-1] = (2(m+1)!)-1+ . . .+(2n!)-1

Chöùng minh   {xn } laø moät daõy Cauchy

Cho moät  > 0    tìm N()  Õ sao cho
| xn - xm | <    n > m >  N()

| xn - xm | § 2-m -1 + . . . + 2-n + . . . + § 2-m  n > m
Cho moät  > 0 tìm N()Õ sao cho 2-m  <   n> m> N()
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In[1]:= N[Sum[1/((2*i)!), {i, 1, 11}]]

Out[1]= 0.543081

In[2]:= N[Sum[1/((2*i)!), {i,1,}], 13]

Out[2]=  0.543081

In[4]:=N[Sum[1/((2*i)!),{i,1,}], 140]

Out[4]=0.5430806348152437784779056
2075706168260152911236586370473740
2214710769063049223698964264726435
54303558704685860 
442352756503219469470958629076
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In[4]:=N[Sum[1/((2*i)!),{i,1,Infini
ty}], 25]
Out[4]=0.5430806348152437784779056

In[2]:= Sum[1/((2*i)!),{i, 1, }]
Out[2]={(Sqrt[2/p]-2 E Sqrt[2/ p] + 
E2 Sqrt[2/ p]) Sqrt[p/2]}/(2E)

In[3]:=Simplify[(Sqrt[2/p]-
2E Sqrt[2/p]+ 
E2Sqrt[2/p])Sqrt[p/2]}/(2E)]
Out[3]=[ 2(-1 + E)]/ 2E
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Baøi toaùn 37. Cho an laø moät daõy soá thöïc ñôn ñòeäu
taêng vaø bò chaën treân .  Ñaët A =  an : n  Õ . 
Luùc ñoù an seõ hoäi tuï veà a =  sup A

Cho moät  > 0    tìm N()   Õ sao cho
| an - a | <    n   >  N()

am    § an " m , n œ Õ ,   m  § n  a =  sup A

Cho moät  > 0    tìm N()   Õ sao cho
0  § a  - an <    n   >  N()

Cho moät  > 0    tìm N()   Õ sao cho
a  -  <  an  n   >  N()

a3

aa-
a2a1 a4

a5 ak ak+1
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Giaû söû am    § a  -  " m  Õ

a  -  laø moät chaän treân cuûa A  

a3

aa-
a2a1 an

am    § an " m , n œ Õ ,   m  § n  a =  sup A

Cho moät  > 0    tìm N()   Õ sao cho
a  -  <  an  n   >  N()

Cho moät  > 0    tìm N()   Õ sao cho
a  -  <  a N() § an  n   >  N()

a3

aa-
a2a1 a4

a5 aN( ) an
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Baøi toaùn 38. Cho an laø moät daõy soá thöïc ñôn ñòeäu
taêng vaø khoâng bò chaën treân .  Luùc ñoù an seõ hoäi
tuï veà ¶

am    § an " m , n œ Õ ,   m  § n  
" M œ — ta coù moät n œ Õ sao cho an  M
" M > 0   ta tìm moät N œ Õ sao cho am  M     " m  N. 

Baøi toaùn 39. Cho an laø moät daõy soá thöïc ñôn ñòeäu
giaõm vaø bò chaën döôùi .  Ñaët A =  an : n  Õ . 
Luùc ñoù an seõ hoäi tuï veà a =  inf A

Baøi toaùn 40. Cho an laø moät daõy soá thöïc ñôn ñòeäu
giaõm vaø khoâng bò chaën döôùi .  Luùc ñoù an seõ hoäi
tuï veà - ¶ .



GIAI TICH 1 - CHUONG 5 230

Cho  moät daõy soá thöïc an. Ñaët

An =   am : m   n 

A1  An  Am          " m , n œ Õ ,   n  m

limsup

ª Neáu A1 khoâng bò chaën treân . Ñaët

n
limsup na


 
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Cho  moät daõy soá thöïc an. Ñaët

An =   am : m   n 

A1  An  Am " m , n œ Õ ,   n  m

ª Neáu A1 bò chaën treân . Ñaët

bm = sup Am

b1  bm  bn " m , n œ Õ ,   n  m 

 Neáu {bn } khoâng bò chaën döôùi , ñaët

n
limsup na


 
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Cho  moät daõy soá thöïc an. Ñaët

An =   am : m   n 

A1  Am  An     " m , n œ Õ ,   n  m

ª Neáu A1 bò chaën treân . Ñaët

bm = sup Am

b1  bm  bn " m , n œ Õ ,   n  m 

 Neáu {bn } bò chaën döôùi , ñaët

n n m
limsup lim ( lim ( sup )  )n n nn n

a b a
  

 
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Cho an = (-1)nn vôùi moïi n Õ .

An = am : m   n  =    (-1)mm : m   n 

A1 khoâng bò chaën treân 
n

limsup na


 

Cho an = - n vôùi moïi n Õ .
An = am : m   n  =    - m : m   n   (-  , 0 ]

A1 bò chaën treân
bn = sup An = sup  - k : k   n  = - n        n  

{bn } = {- m : m Õ } khoâng bò chaën döôùi


n
limsup na


 

An =  (-1)mm : m   n   { 2k : k Õ , k  n }
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Cho an = (- 1)n vôùi moïi n Õ .
An = am : m   n  =    (- 1)m : m   n  = {1, -1}

A1 bò chaën treân

bm = sup Am =  sup 1,-1 = 1

{bn } bò chaën döôùi 
n

limsup lim 1n nn
a b


 

Ta thaáy am } khoâng hoäi tuï nhöng vaãn coù

n
limsup 1na






GIAI TICH 1 - CHUONG 5 235

Cho  moät daõy soá thöïc an. Ñaët

An =   ak : k   n 

A1  Am  An              " m , n œ Õ ,   n  m

liminf

ª Neáu A1 khoâng bò chaën döôùi . Ñaët

n
liminf


 na

x  An    k   n sao cho x = ak

 k   m   sao cho x = ak  x  Am

n  m : x  An   k   n  m  sao cho x = ak
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Cho  moät daõy soá thöïc an. Ñaët
An =   ak : k   n 

A1  Am  An                " m , n œ Õ ,   n  m
ª Neáu A1 bò chaën döôùi . Ñaët

cm = inf Am

c1   cm  cn " m , n œ Õ ,   n  m 

 Neáu {cn } khoâng bò chaën treân , ñaët

n
liminf na


 

cm  ak  k  m n  m : cm  ak  k  m cn = inf An
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Cho  moät daõy soá thöïc an. Ñaët

Ak =   ak : m   n 

A1  Am  An                 " m , n œ Õ ,   n  m

ª Neáu A1 bò chaën döôùi . Ñaët

cm = inf Am

c1  cm  cn " m , n œ Õ ,   n  m 

 Neáu {cn } bò chaën treân , ñaët

n n m
liminf lim ( lim ( inf )  )n n nn n

a c a
   

 
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A1 =  (-1)mm : m   1   {- 2k – 1 : k  1 }

A1 khoâng bò chaën döôùi 
n

liminf na


 

Cho an =  n vôùi moïi n  Õ .
An = am : m   n  =   m : m   n   [ n , ]

A1 bò chaën döôùi

cn = inf An = inf  k : k   n  = n           n 

{cn } =  khoâng bò chaën treân


n
liminf na


 

Cho an = (-1)nn vôùi moïi n Õ .

An = am : m  n  =  (-1)mm : m   n 
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Cho an = (- 1)n vôùi moïi n Õ .

An = am : m   n  =   (- 1)m : m   n  = {-1 , 1}

A1 bò chaën döôùi

cm = inf Am = inf  -1, 1  =  - 1

{cn } bò chaën treân 
n

liminf lim 1n nn
a c

 
  

Ta thaáy am } khoâng hoäi tuï nhöng vaãn coù

. Maët khaùc
n

liminf 1na


 
n

limsup 1na




nn
limsup liminfn na a


Trong tröôøng hôïp naøy
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Baøi toaùn 41. Cho  moät daõy soá thöïc an.  Giaû söû
vaø ñeàu laø caùc soá thöïc . Chöùng minh

n
limsup na

 n
liminf na



nn
limsup liminfn na a




Am =   ak : k   m 

bm = sup Am     cm = inf Am     

bm  am  cm

m m
lim limm mb c
 



nn
limsup liminfn na a






GIAI TICH 1 - CHUONG 5 241

Baøi toaùn 42. Cho  moät daõy soá thöïc an.  Giaû söû : 

vaø ñeàu laø caùc soá thöïc vaø baèng nhau. 
Chöùng minh an hoäi tuï vaø

n
limsup na

n
liminf na



n n
lim = limsupn na a
 

Am =   ak : k   m 

bm = sup Am     cm = inf Am     cm  am  bm  m  

lim limsup
 

m nm n
b a

l im lim in f
   

m nm n
c a

limsup liminf
 

n n
n n

a a

an bn

limsup
n

an

 cn
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Am = an : n  m bm = sup Am     cm = inf Am     

limsup limn mmn
a b


 l im in f l imn mn m

a c
   



Baøi toaùn 43. Cho  moät daõy soá thöïc an hoäi tuï veà a. 
Chöùng minh

nn
limsup = liminfn na a a




  > 0,  N() Õ sao cho |an – a |   n N() 

|an – a |   -  an – a   a -  an  a+ 
 > 0,  N() :  a -  an  a+   n  m  N() 
 > 0,  N() :  a -  cm  bm  a+   m  N() 
  > 0,  N() Õ sao cho |cm – a |   m N() 
  > 0,  N() Õ sao cho |bn – a |   m N() 
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Am = an : n  m bm = sup Am     cm = inf Am     

limsup limn mmn
a b


 l im in f l imn mn m

a c
   



Cho  moät daõy soá thöïc an hoäi tuï veà a. Chöùng minh

nn
limsup = liminfn na a a




  > 0,  N() Õ sao cho |an – a |   n N() 

 > 0,  N() :  a -  cm  bm  a+   m  N() 

  > 0,  N() Õ sao cho |cm – a |   m N() 
  > 0,  N() Õ sao cho |bn – a |   m N() 

aa- a+
bmcm
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Baøi toaùn 44. Cho A  laø moät taäp khaùc roång bò chaën treân
trong . Ñaët B = {-x : x  A }.  Chöùng minh B bò chaën
döôùi vaø sup A  = - inf B

sup A   - inf B  ?

sup A   - inf B  ?

sup A   - inf B ?
x  - inf B     x  A

- x   inf B     x  A y = - x   inf B     x  A
B = {-x : x  A }. y  inf B     y  B

sup A  < - inf B  ?

  > 0 : sup A +  < - inf B

sup A   - inf B  ?

sup A sup  +A   -inf B
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  > 0 : sup A +  < - inf B
  > 0 : sup A  < -  - inf B
x < -  - inf B    x  A

- x  >  + inf B    x  AB = {-x : x  A }.

y = - x  >  + inf B    x  A

y >  + inf B          y  B

 + inf B    laø moät chaën döôùi cuûa B

Baøi toaùn 45. Cho A laø moät taäp khaùc roång bò chaën döôùi
trong . Ñaët B = {-x : x  A }. Chöùng minh B bò chaën
treân vaø inf A  = - sup B
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Baøi toaùn 46 . Cho  moät daõy soá thöïc an. Ñaët bn = - an  
 n  Õ . Chöùng minh  

nn
limsup liminfn na b


 

Am =   an : n   m 

dm = sup Am     tm = inf Bm

Bm =   bn= -an : n  m 

tm = -sup Am = - dm

n
limsup limn mm

a d



n

liminf limn mm
b t

 


Baøi toaùn 47. Cho  moät daõy soá thöïc an. Ñaët bn = - an  
 n Õ . Chöùng minh  

n n
liminf limsupn na b

 
 
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Cho x m  laø moät daõy soá thöïc. Vôùi moïi soá nguyeân n  Õ
ta ñaët

sn = x1 + . . . +  xn =     . 

Ta goïi sn laø toång rieâng phaàn thöù n cuûa daõy xm.

xi
i

n




1

É Neáu daõy soá thöïc sn  hoäi tuï veà moät soá thöïc s ta coù
theå coi s nhö laø “toång soá” cuûa caùc soá trong daõy xm.  

Luùc ñoù ta goïi s laø chuoãi soá cuûa caùc soá trong daõy
xm vaø kyù hieäu s laø vaø noùi chuoãi soá hoäi tuï.xn

n




1
xn

n




1

É Neáu daõy soá thöïc sn  phaân kyø , ta noùi chuoãi soá

phaân kyø.xn
n




1
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Baøi toaùn 48. Chöùng minh chuoãi hoäi tuï vaø

=  1  .

2
1






 m

m

2
1






 m

m

sn = 2-1( 1+ . . . + 2-n+1) = 1- 2-n  " n œ Õ (qui naïp toaùn hoïc)

Ñaët xm = 2-m " m œ Õ vaø sn =  2-1 + . . . + 2-n    " n œ Õ

lim 2 0


n

n
lim 1


nn
c
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Baøi toaùn 49. Cho  c  œ (0 , 1). Chöùng minh chuoãi
hoäi tuï vaø

cm

m




1

1 1






 m

m

cc
c

Ñaët xm = cm " m œ Õ vaø sn =  c+. . .+ cn " n  œ Õ

lim 0n

n
c




1
1 1(1 )

1


 

        


  
n

n n
n

cs c c c c c n
c

lim
1




n

n

cc
c
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Baøi toaùn 49. Chuoãi phaân kyø .( )



1

1

m

m

Ñaët xm = (-1)m vôùi moïi m  œ Õ vaø

sn = (-1) 1 + . . . + (-1)n              " n  œ Õ

sn =  -1    neáu n  leû vaø sn =  0     neáu n  chaún .

{sn } khoâng laø moät daõy Cauchy  

{sn } khoâng hoäi tuï

Chuoãi phaân kyø .( )



1

1

m

m



GIAI TICH 1 - CHUONG 5 251hoäi tuïakk
 1

Ñònh lyù (Tieâu chuaån Cauchy).  Cho an laø moät daõy

soá thöïc. Luùc ñoù chuoãi soá hoäi tuï neáu vaø chæ neáu
vôùi moïi soá thöïc  > 0, coù moät soá nguyeân döông N () sao
cho

akk
 1

| | ( )
n

k
k m

a n m N 


   

1

r

r k
k

s a r


   
n

n m k
k m

s s a n m


   
Cho  > 0, coù moät soá nguyeân döông N () sao cho

|sn – sm | <   n  m  N () .

{sn}  Cauchy {sn}  hoäi tuï
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Ñònh lyù . Cho  vaø laø hai chuoãi soá thöïc

hoäi tuï.  Luùc ñoù hoäi tuï vaø

akk
 1 bkk

 1

( )a bk kk  


1

1 1 1
( )k k k kk k k
a b a b  

  
    

Ñaët

1

1

1
( )

n

n k
k
n

n k
k
n

n k k
k

u a

v b

s a b











 







sn = un +   vn

1

1

1

lim

lim

lim ( )

n kn k

n kn k

n k kn k

u a

v b

s a b




















 







lim lim limn n nn n n
s u v

  
 
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Baøi toaùn 50. Cho  an laø moät daõy soá thöïc. Giaû söû
chuoãi hoäi tuï .Chöùng minh  daõy an hoäi tuï veà 0.akk

 1

Vôùi moïi soá thöïc ’ > 0, tìm moät soá nguyeân döông K(’)
sao cho

|  ak - 0 |   ’ " k   K(’ )

Vôùi moïi soá thöïc  > 0, coù moät soá nguyeân döông N ()
sao cho

|                  |    " n   m   N ( )akk m
n


| 0 | | | | | ( ) 


     
k

k k i
i k

a a a k N
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Ñònh lyù (Tieâu chuaån so saùnh)  Cho moät daõy soá thöïc
khoâng aâm an. Giaû söû chuoãi hoäi tuï. Cho moät
daõy soá thöïc bn sao cho coù N  Õ ñeå cho

| bn|  an  n ¥ N. 

Luùc ñoù hoäi tuï.

akk
 1

bkk
 1

|                 |   § § " n ¥ mbkk m
n
 | |bkk m

n
 akk m

n

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Ñònh lyù (Tieâu chuaån caên soá ) Cho  moät daõy soá thöïc
bn. Giaû söû coù moät soá thöïc döông c  (0, 1)  vaø moät
soá nguyeân N  sao cho  c          n  N.  

Luùc ñoù hoäi tuï.

| | /bn
n1

bkk
 1

Ñaët an  = cn  n  N

| bn |  an           n  N

hoäi tuïbkk
 1
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Qui naïp toaùn hoïc :      | an |  cn-N | aN | " n  N

Ñaët bn = cn-N | aN |  

Ñònh lyù (Tieâu chuaån tæ soá )  Cho moät daõy soá thöïc khaùc

khoâng an,   moät soá thöïc döông c  (0, 1)  vaø moät soá

nguyeân N. Giaû söû

Luùc ñoù hoäi tuïan
n




1

1| |n

n

a
c n N

a
   
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Ñònh lyù (Tieâu chuaån tæ soá )  Cho moät daõy soá thöïc anvaø
moät soá nguyeân N. Giaû söû

¥ 1 " n  N

Luùc ñoù phaân kyø ï

| |a
a
n

n

1

an
n




1

Qui naïp toaùn hoïc :   | an | ¥ | aN |  >  0 " n  N

Suy ra ta khoâng coù lim 0nn
a



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Ñònh lyù (Tieâu chuaån Leibnitz)  Cho moät daõy soá thöïc
an sao cho | an|  laø moät daõy ñôn ñieäu giaûm hoäi tuï veà
0  vaø

am . am+1  0                       m  Õ.

Luùc ñoù hoäi tuï. 
1

n
n

a




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Ñònh lyù (Tieâu chuaån tích phaân)  Cho moät daõy soá thöïc
an sao cho coù moät soá nguyeân N vaø moät haøm soá f

ñôn ñieäu giaûm töø [N,  ) vaøo [0, ) sao cho

an = f(n)   " n    N.

Luùc ñoù chuoãi soá thöïc hoäi tuï neáu vaø chæ neáuann
 1

( )
N

f t dt


 


