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1- Estimations préliminaires des parameétres de modéles ARMA (p,q)

1-1 Estimations préliminaires des paramétres M A de modéles ARMA (p,q)

(Est-ce que l'on a les mémes réultats que celui ci-dessous pour Iestimation
préliminaires des parameétres MA de modeles ARMA (p,q)?777

On considére comme estimateurs des parameétres MA(q) ceux déduits de I’algorithme
des innovations: Définir les estimateurs gm,j,j =1,...,mdes 0,;,j=1,..,men
remplagant dans les formules de P'algorithme des innovations vy par v et C, par

Cy.

Proposition 0.1. Sous le conditions
(modele inversible) e, = 37 m;x;—j ; m(n)— oo;m = o(n'/?)
n1/2 Zj>m(n) | Tj ‘_> 0’ n—oo
alors: R
(1) 02 (Gpy + 1, ooy G + T, 0, ...) =4 N(0, A)

min(4,j)—1 e

A= [ k=0 ThThelingl |
(i1) Om) = Om) = Bi(@(my = Gmy) + op(n'/?)

1-2- Estimations préliminaires des paramétres AR de modéles ARMA (p,q)

Remarque

Les estimateurs LS ou YW de paramétres AR d’'un ARMA(p,q) SLC sont
non-consistants quand ¢q> 1 !!!



Il faut considérer les estimations ILS qui sont consistants quand ils sont définis.
On peut les calculer par I’Algorithme de LD genéralisé ou ILS (voir § Identification

de modeles ARMA (p,q))
Rappel:

Proposition 0.2. ARMA(p,q)< p,q smallest tq (r),r =1, ...,

(1) 6<k’i) =0, (ki) €lq

(2) 6 = ¢,,i>q;¢\0 =0,k >p+1

(3) fé?(k) Z 0.0k €, ,

(4) f%(/ﬂ) =0, (k,i) €J,, (car par convention, on a posé fg(k) = 0 si B(k,i)
singuljer Ce n’est qu’une commodité d’écriture sans fondement (A verif))

(5) fo)k) = D(k,i) = 0, (ki) € Jyy1q11; D(k, 1) # 0, (k,4) € I,

(6) RP-‘rl( —p=( q+j)) 0 ] > 1; R’P-‘rl( 7piq) 7£ 0

(1) Algorithme de D-L simple

k=0: (v(0)=1) ¢\) = px(1);v(1) =1 — (¢{*))?
k>1:T(k) = py(k+1) — S0, o) px(k+1—1)
O per = (k) Ju(k)

Pour j=1,...k 3¢1(c(21,j = ¢1(£J)' - qsl(c[zl,k+1¢l(c(,)l)€+lfj

0
o(k +1) = v(k) (1-(8{7)1 1))
(2) Algorithme de D-L généralisé
Pour i=1,2,... ‘
pour k=1,2,...poser ¢% =-1

] i—1) ¢ i—1
pour j=1...k ¢}%; = 611} — ’;t““% !




2- Estimation des paramétres de modéle ARMA (p,q) stationnaire
2-1 Estimation de maximum de vraisemblance
2-1-1- Cadre général

Fonction de vraisemblance :

X=(X;) un processus gaussien centré de fct d’autocov C, . On dispose de n
va d’observation de X mis sous forme du vecteur X,, = (z1,...,x,)" et on note I,
la matrice des covariances de X,,, supposée inversible. Alors la vraisemblance de
X,, est

L(T,) = (27)™2(detT',) "2 exp(—1/2X' ;1 X,,)

Expression via les innovations N

Soit U; = X;—Xj la jéme innovation ot X; = Py, ,(X;) = E(X;/X1,...,X;_1); H; =
sp(X1, ..,Xj)~ N N

On pose X,,=(X1, .., X,,), U, = (Uy,...,U,)".

Soient 0, ;,1,j = 1,... et resp. v; les coef et la variance de U; dans ’algo des
innovations B '

(rappel def des sz Xi—l—l = Z;‘:l ei,jUi+1—j)

On prend la convention que

0io=1,0,; =0,0=0,1,2

et j<0 et on définit

C= [ei,i—j]zg;lo ; D = diaglvy, va, ..., v, (matrice des covariances de Uy,)

Alors d’apres les formules de ’algo des innovations , on a

X, =(C-1U,

D’ou L

X, =X,-X,+X, =CU,,T,=CDC"; X'T'X, =U0,D'U, = ijl U]-Q/vj

et detl’,, = (detC)? det D= vyvs...0,,

Par conséquent,

L(T,) = (27) 2 (v1vg...0,) /2 exp(—1/2z U? Jv))

2-1-2- Cas de processus ARMA (p,q) slc gaussien
X = > 1 0pXiop + Z;I':o Oe1—j;00 = 1, Nid(0,0?) et les parametres sont

¢ = (@1, 0,);0 = (01, ey 0y); 02

2-1 Innovations et vraisemblance
Xipr =251 05(Xini—j — Xin1j); 1 < <m = max(p, q)
Xiv1 = Dy OeXivik + 22520 00 (Xipa—j — Xipa—j);i > m
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ou 6; ; sont les coefficients de I’algo des innovations appliqué au processus
7 o1 X1 <i<m

Tl o te(B)X, = Q(B)et,t >m+1
Soit Vitl = E(Uj2+1) = O' Tj+1; (U X X )

Proposition 0.3. La vraisemblance de (¢,0,0?%) pour X,, est
L(¢,0,0%) = (27?02)_"/2(7"17“2 n) 1/2 exp(— 257 ZU2/7"]
et le logarithme de la vraisemblence L = LogL est
L(6,0,0%) -——}:ry (6.6) — 5 Ln(270?)

ot S(¢,0) = Z] 1U2/T]

2-2 Estimation ML

Les estimations ML (q§, 9 ) de (¢, 0, 0?) satisfont aux Eqs

OL($,0,5 )/8¢k =0;0L(¢,0,5 )/80 =0 (Eqgs de vraisemblance)

5% = n19(6,0) = nt >y UZ/TJ (la somme ”pondérée” des innovations

estimeées)
2-8 Matrice des covariances des paramétres (information de Fisher)

On pose ™ =(¢,0,0%) = (71, ..., Tprqr1) et définit
~ +gt
I(7)=|-E{0*L(3,0,5 )/awjam}]p "

Alors V() = I(7) ! est la matrice des covariances des estimateurs 7

D’aprés (BD p. 252-253)
T\ -1 2 E(UtU;) E(UtV;)
V@0 =7 | L) Eviv
ou
Ut = (Ut7 LR} Ut—p-i—l)/; Vt = (‘/;57 crey ‘/If—q+1)/7
avec U; un AR(p) slc (centré) et V; un AR(q) slc (centré) définis resp par les
eqs



dB)U, = e,¢(B)=1-Y ¢;B
j=1

0(B)V; = &,0(B)=1+> 0,8
Jj=1

et ot &, = = BB(0,1).

Exemples

1) D’aprés le cours, V() = n~o2{ E(U,U})} 1.

ou Uy = (Us, oo, Uppi1), 0(B)U, = &, 6(B) = I = 3°F_, ¢, B7;
Donc,

V() = n~1o?l, 1 ou T, = E(UU}) = S[E(X;X;)]i<ijp et
& est aN(¢p,n"'o’T')")

Pour p=1, ¢ est aN(¢,n102(1 — ¢°))

Pour p=2, ¢ est aN(¢p,n"102T;),

[ 16 e
2 —¢1(1+ ¢y) 1 — ¢
. a b , ¢ —=b
Aide : b oo =

2) D’aprés le cours, V(8) = n~to?{E(V,V})}1ou

Vi = (Vi s Vigia), 0(B)V; = 2, 0(B) = I + ¥_, 6, B,

Donc,

V() =n~to*(I9) " oa Iy = E(V, V) = [E(ViV))li<ij<p €f

6 est aN(op,n~'0*(T:)7")

Pour q=1, 8 est aN(6,n"10%(1 — 6%))

Pour p=2, 0 est aN(0,n"102(I;)1),

(T3)! = 1—67 —01(1+6,)

2 —0:1(1+6,)  1—1063

3) Pour le cas ARMA(1,1) 1
) _

la matrice des covariances aasymptotiques V (¢, 8) = n~'o? EE[g %/t EE[{;}G

ou Ut — ¢Ut—1 = gt et V;g + 9‘/15_1 = gt- ‘

Un simple calcul donne (Utilisant U; = » 7% ¢'8;j et Vi = > 222 (—0)&;;

d’ou EU,V; = Z;‘;O(—HCb)ng?—j)



EUZ EUV, 170 [ (1=-¢) (
[ EUV, EV? ] a [ (1+¢0)"" (1-69)7"
1400 [ (1-¢*)(1+00) —(1-¢")(1—6% ]
@07 | —(1—¢*)(1—6%) (1 —6*)(1+0¢)

2-2 Estimation LS

2-2-1 Estimation LS (MC) simple (ordinaire) de (¢, 6, 0?) :

Elle est donnée par (¢, 01s,57¢) défini comme suit

5(@rs,01s) = MinS(¢,0)

Grs=(M—p—q)'S(¢Ls 0Ls)

2-2-2 Estimation LS (MC) conditionnels

Considerer le processus ARMA(p,q) d’Egs ¢(B)X; = 0(B)e;

Suppose que le processus, en plus d’étre SLC, est inversible i.e tous les zeros
de 0(B) sont de module >1. Alors

e = [(B)X: = 27, film) Xes;

ou

f(B) =0(B)~'¢(B) = 3272, fi(m)B".

Définir les "résidus conditionnels” pour 1 <t < n:

Tt(ﬂ—) = E(Et/Xla ) Xn) = E(f(B)Xt/Xh ce Xn)

- Xt + let,1 + —|— ftlel + E(ftXO + ..../Xl, ,Xn)

En supposant de plus que X; =0,7 <0 on a

t—1

ri(m) = E(ee/X1, .., Xp) = E(gy/..0,..0, X1, ., X,) = > film) X
1=0

Definition 0.4. Un estimateur LS (MC) Conditionnels Tcrs derm est défini par
Tors=arg(Ming (371 74(7)?)

Equations Normales:
Yoo Ti(Tons)0ry(Ters)/0mj =0, =1,..,p+q+1 (car ri(m) = X;)
**QQ Pb d’existence et d’unicité de solutions

Référence
Extension des résultats clasiques aux s.t. : Whittle



ANNEXE Compléments a ’estimation MV
Vraisemblance pour un processus MA(q)

Ref : B&J

Supposons que X!, = (x1, ..., z,,) soit engendré par le processus (centré)

X; = 0(B)ey

Alors la vraisemblance est donnée par ()

Détermination de

Considérons le changement de variables

e=LX, + Ae,

ol € = (E1-¢s -rEn) s €« = (E1-¢, -, €0), L, A

Pour cela écrivons

g =¢ept=1—q,...,0
Et = T — Zgzl Gigt_i,t = 17 .., n

€1 =21 — 23=1 i1,

g = —b161— > ¢ ,0ie0; =5 = a0 — 0121 — Y ¢ _o(0i —0;1)ea_; + (—1)* —
Hqgl—qa

ainsi de suite

ple;o?) = (2m0?)~ 2" exp(—£5)

La transforamation a pour jacobien 1, d’ou la distribution conjointe de (X, £’ )’
est

P(Xn,4;0,0%) = (2m0?) 3" exp(—20:5)

ou S(0,e.) = (LX, + Ae,) (LX,, + Ae,) = |LX,, + Ae,|?

Considérons (le vecteur erreur dans B&J c’est plutodt la fonction vectorielle)
Z.(X,) = argmin. (x,) |LX, + Ae,|?

(i.e. Alex —24(X,)) Le LX, + Aey)

Donc

S(0,e.) = S(0,2.(Xn)) + | Alex — Ex(Xn))[2

ou S(0,2.(X,)) = |LX, + Az.(X,)|?

et |z|? = 2’z désigne le carré de la norme euclidiennne d’'un vecteur z dans un
espace de dim finie

Mescomment: Pas clair ici dans B&J, préférable d’use ’espérance condition-
nelle

On a donc

p(X,,e.:0,0%) = (27.(_02)—’%"1 exp(_5(95*(Xn))+|A§6*—5*(Xn))\§)
ny Sxy Yy 2

Comme on a aussi




P( X, €45 0,0%) = (X3 0,0%)p(e./ X3 0, 02)

d’ou (dans B&J?7? pas clair)

p(é‘*/Xn; 0, 02) _ (271'0'2)_%((16'5 A/A)l/Q eXp(_(5*7'5*(Xn))'é4;;4(€**5*(xn)))

p(X,;0,0%) = (2m0?) "% (det A'A) "2 exp(—59)

avec S(0) = S(0,2.(Xn))

Conséquence

d’aprés B&J €,.(X,,) = E(ee/X0;0) = Ey(e./X,)

S0,8:(Xn) =221, Ej(et/Xn)

et Eyp(e/Xn) = LX, + AEy(e./X,)

et par comparaison, on a aussi

(det A’A)~V/2 = (det T\"9))-1/2

S(6) = S(0,7.(X,)) = X (T -1,

Calcul de S(0)

E(ec/Xn;0) = (E(e1-q/Xn; 0), E(e2—q/ Xn3 0), ..., E(e0/ X,; 0))

(B&J propose de calculer par la procédurre back-forecasting pourles valeur
préliminaires puis calculer récursivement

E(e1/X0n;0) = E(Xy/ X0 0)=> 0 0, E(e1—i/ X3 0) = X4=> 7 | 0:E(e4—i/ X, 0),t =
1,...n

Exemple MA(1)

Estimateurs ML pour AR(1) SLC
Ref. Box & Jenkins,

Eq X; — ¢X; 1 = &, (g;) Nid(0,0?)
3 facons pour déterminer la loi conjointe de (x1, .., z,)
a) Loi jointe de (xg, .., x,)’ conditionnelle & x;:
P(X2, s Tn/T1, §, 0)=p(X2/T1, ¢, 0)P(T3/ 1, X2}, 0)..p(T0 /X1, ., Tnm1, @, 0)=D(X2/ 71, B, 7)...D(T0/
=p(e2 + ¢x1;0)...p(n + PTp—1;0)
car loi de X; conditionnelle & x; ; est &; + ¢x;_1 N(¢x;_1,0?)
d’ou la loi jointe de (X, .., ) est p(x1, ..., Tn; &, 0)=p(21, ¢, 0)p(X2 /21, ,0)..p(0 /X1, P, 0)
b) Considére la transformation (linéaire) T: X,, — e, définie par
€1 =17
ey = Ty — 11

Y

€n = Tp — ¢xn71
p($1,---,xn;¢,0):p(€1,---,en;¢,0) g((;;—::::;z)) |aen = T_1Xn;¢] = T7| J ’:|
T =1



(&1, s T3 G, 0)=P(€1, -ons €03 9, 0)=(27) V(0507 V) 7 exp(—1/2Q(ey))

Qle,) =€V, e, = 06256? +o7? 21 &

car V. "'=Diag[o, %0 2...072

c) D’apreés les hypothéses, X,, est un vecteur Normal(0, I';,) de mat covariance
I, = (%’j)-

Comme Vij = Jggb‘j_il,

[ 1p6%..¢" 1—¢.¢—1¢"—¢..¢" " —¢" "
detl',, = U%n det Pl _ Jgn det 10 PR QS”_?
] g T 1
L—L—¢.—¢"" 14¢.0...0
= (1—¢)o2" det Gl P2 (1 )02 det b..1....o" 2 _
R S

(1—¢*)o2detT,,_,
d’ou
detT’, = (1 — ¢*)"to2n
et p(1, ..., s ¢, 0)=(27) "2 (63" (1 — ¢*)" 1) 2 exp(—1/2Q(e,))
Vraisemblance conditionnelle
Vraisemblance exacte

Estimation LS modeéle AR(p)
D’abord cas pier AR(1)

XkI(ﬁXk,l—i-Ek,kGZ (01)

ol ¢ est un parametre réel tel que | ¢ |< 1.
On rappelle qu’a partir de la donnée de n v.a. Xj, ..., X, issues de X, I'estimateur
des moindres carrés ¢ de ¢ vérifie la relation

7 Zzzz &k
v 0
ou &, = Xy_16k, k € Z.

Posons S; = 0,5, = Y 1 o&mn > 2, s2 = Var(S,),n > 1 et Cx(0) =
ntyr_, X2 ;. Ainsi b— o= %. Les propriétés de ¢ — ¢ se déduit donc en
Pétude du numérateur n=1S,, et du dénominateur C'x (0).
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L’étude de S,,

On a: (S,,S,,n > 1) est une MG et ses propriétés en découlent.

On choisit 31 = {0,Q}, S, = S(ern, k < n),n > 1. D’abord, X}, e, 1 étant de
carré intégrable donc &, = Xyeps1 € L(P), puis Ey(Xgepi1) =P XpE(egy1) =
0, en notant Ej, = E°*.

Sous hypothese

(H1) (eg, Sx) une dMG() i.e une dMG tq Ey(ef, ;) =P o2,

on a E(Xpej, ) = E(X{Er(eis,)) = 0°Cx(0).

(Cas iid: indépendance de Xy et de ej11, et E(X7er ) = E(X2)E(er,,))-

Par ailleurs, d’aprés (0.1), on a

X =¢* X2 | + 20X} 16k + 2 donc

E(X?) = ¢*B(X}?_ ) +20E(Xy_1e1) + E(e2) : (1 — ¢*)Ox(0) = 02 : Cx(0) =

o2

1—¢*"
Ainsi B(¢},) = 1%, d'on
Propriétés
(0) Cx(0) = 1%
(1) 82 = Var(S,) = Y-y B(§41) = no?Cx(0) = n1%.
(2) n71S, =P 0 (LFGN des MG car >3, B{(k™1¢4.1)%} = 1% Spep b2 <
00).

L’¢tude de C'x(0)

Contrairement & , je pars ici de la relation (0.1): X? = ¢*X? | + 20X, 1) +
€8s Do Xip = Dopeg Xioq + (X5 — X7)

1=¢")) XP =(X7—X2)+20> Xpiex+ Y _cr (0.3)
k=2 k=2 k=2

Observons que n™ 'S, = n~tY ", X 16, —P% 0 et que n ' X7 —P% 0 car
pour presque tout w € Q, n ' X?(w) — 0
Il reste alors & montrer que

Lemma 0.5. Sous les hypothéses
(H2) max <, F | &, |"< oo;m > 2
(i) n71 X2 —Ps 0
(ii) si m=4 (non encore résolu pour 2<m<4!!) n=t 377, &7 —P5 o2
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Preuve

(i) On a

Xy = ¢"Xo + Vi

k k k
Vi=d¢" et 4+’ =) g =0""> ¢ e =065 o7,
=1 r=1 r=1

D’apres lemme ci-dessous: pour tout ¢>0 et de 'inégalité

P> = PICE)™ > o] < kB (| Vi ")
[Ya

onazzozlp[Tk' > <oo= 5—% —P5 (0
Comme par ailleurs ff—% —P-5- (), donc (i) prouveé.
Rappel critéres de cvps
CNS X,, =P X & Ve > 0,lim, P(S5,.) =1 < Vc > 0,lim, P(S; ) =0
ot Spe = M2l X — X < ], 55, = U, [l X — X |> ] = Mawgs,||
CS:Ve>0,> 0P| Xk —X |>¢]) <o = X, =P5 X
Thm Cv SMG
Si Z,, est une SMG tq sup,, E(| Z, |™) < oo pour alors Z,, cv dans L™ et ps.
(ii) La méme démarche ne mache pas pour la somme n=* Y}, 7 —P* 0.
car majorer via Jensen (n='Y 7 ,ef)™ < a7y L (e2)™ 0 (O ,en)™ <
(e
Py st > cn] = P(304pe0)™ > ™™ < e M E((Xp_,e0)™)
PB non encore résolu!!!
Observons que (e — 02) est une dMG.

Probleme de convergence p.s. des sommes Y; = ¢*Z;: Z), = Zf;é o e,

Comme les 7, sont des MG, on peut soit utiliser Thm Cv MG avec condition
sur sup,, E | Zx |™, m > 2 ou preuve directe par les critéres de cv ps mais les deux
cas utilisent inégalité de Jensen pour majorer | Z, |™.

Rappel inégalité de Jensen

Soit P une mesure de probabilité¢ sur (Q,3), X € L'(P) et ® une convexe
convexe sur R (dans Rudin on suppose que a < X (w) < b et ® convexe sur (a,b))
alors ®(Ep(X)) < Ep(®(X)).

11



Application ici: pour m>0, la fct uxe (0,00) — 2™ est convexe et
P=(p,),p, = %= r =1, b T = S0, [ 6 | 7=] 6|7 IS
Jensen: (37, | ¢ e )™ < (T v | & |

dou E(| Y ") = (| ¢ [))"E(| Zx [") < (| ¢ |* Ti)" maxac, E | &, ™
mais | ¢ | Ty = \¢||¢|1 (1= ¢ ) < 2\¢l\¢|1 1

Lemma 0.6. On a pour tout m>0
O B o1& )™ < (Ti)™ Yo B & "< ()" maxy<, E | &, ™
(ii) E(| Y3 |™) < 2|¢‘f'1 Smaxi<, B | &, ™

Observons
Remark 1. Siles sont iid, alors E | ¢, "= F | &1 |™

2) On suppose a partir de maintenant que E(e}) < oo.

i) Montrer que la suite (n™*Y ;_,ef,n > 1) converge p.s. vers o quand
n — oo.

ii) Montrer que F(X}) < oo,Vk € Z. (Indication: En utilisant I’équation
(0.1) et en observant que E(X}) = E(X}), on montrera que (1 — ¢*)E(X}) =
6¢°02E(X?) + E(e})). En déduire que puis que la suite (n™* >} _,e2.n > 1)
converge p.s. vers o2 quand n — 0.

iii) Montrer que (1 —¢?) Y p_, X7 = ¢*(X2 — X?2) +2q§ Yoro &t D opscr- En
déduire que la suite (n™' X2 n > 1) converge p.s. vers ¢2 quand n — oo.

3) On notera Ej pour lespérance conditionnelle relative & g,k > 1 et I(A)
désigne la fonction indicatrice d’un sous-ensemble A.

i) Montrer que pour k > 2, B, 1(£3) = 0?X? | et en déduire que la suite
(n=t> 0, Ex1(£2),n > 1) converge p.s. vers ;2 quand n — oo.

ii) Soient ¢ et d deu)f1 r4eels arbitraires posmfs Montrer que pour k > 2,
Era(E1(] & > esn) < Tl

Pl{s; 25 0, B (61 (| fk > cs,)} < d] < T 2 = X En déeduire que la suite
(57230, B 1{&1(] & |> csn},n > 1) converge en probabilité vers 0 quand
n — oo, puis que (s,;S,,n > 1) est asymptotiquement normal N(0, V') dont on
précisera la variance V. N R

iii) En déduire la loi asymptotique de n'/?(¢ — ¢) quand n — oo, oil ¢ est
défini par la relation (0.2).

puis que
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Corrigé Examen MIM2 1ére session (Janvier 1998)

1) On choisit & = {0,02},3, = S(er, b < n),n > 1. D’abord, Xi,epi1
étant de carré intégrable donc &, = Xyepy1 € LY(P), puis Eyp(Xgepp1) =P
X.E(er1) = 0, en notant Ej, = ES*.

De I'indépendance de Xy, et de eg4q, on a E(X7er, ) = E(X?)E(eq,,)-
Par ailleurs, d’apres (0.1), on a
= ¢* X2 | + 20Xy 154 + &2 donc
E(X}) = *B(X2_,) + 20B(Xyse) + B() : (1— ¢)Cx(0) = 0% : Cx(0) =

2
1f¢2'

. 2 ot
Ainsi E(ﬁkﬂ) = 22
Do s2 = Var(S,) = > 1, E(&,1) = no?Cx(0) = n%

Comme Y 7, E{(k™'¢,.1)%} = %ZZ‘;Q k2 < oo, il s’ensuit de la LFGN
des MG que n~1S,, —P= 0.

2) 1) Il est immédiat que (e — 0%k > 1,) est une dMG et d’aprés 'hypothése
Zzo , E{(k71 (e —0%))*} = E{(e1—0?)}* > 1oy k™2 < 00, donc d’apres la LEGN,
nt Y e P ot

ii) On a X;? = (¢Xpo1 + en)? = (0Xp-1)! + 4o Xp—1)%er + 6(pXi—1)%e} +
L pXg-1)es +ef,

E(X}) = BE(X]) = ¢"EX{ +6¢°c*E(X? )+ Ee} car X est processus stricte-
ment stationnaire, les ¢ étant iid, et

B(6Xi1)ex = B((6X 1)) E(e) = 0, B(6Xi 1)eb) = 6B(X, 1) B(e}) = 0.

Soit ¢ > 0, on a P[k™*X? > ¢] < ®k~ 2E(X“) Sore  PIETIXE > ] < o0, clest
donc une CS pour que n~1X,, —P* 0.

iii) La relation demandée résulte immédiatement de ’équation (0.1).

X, étant une v.a. réel (finie) P-p.s., il est immédiat que pour (preque) tout w
fixe de Q, n™'X;(w) — 0 (convergence simple) quand n — co. De cette limite et
des résultats §§-§§, on obtient (1—¢%) >"1_, X? —P* o2, d’ott le résultat demandé.

3) Posons &, = s;,'¢,, (se rappeler que s% = no®Cx(0) = n%)

i) De facon évidente, pour k > 2, Ey_1(&5) =P X? | Ej_1(e2) = 0?X? | et le
résultat se déduit de 2) iii). Autrement dit,

ZZ:Q Ekfl(gik) = 5;2 ZZ:z Ekﬂ(ﬁ)

ot — — n ol _ o4
= (1_¢2) to?n~! Zk:2 Xlzfl - (m) 1(1_¢2) =1
0.4 4
i) 11 est évident que Ep_1(E21(| &, |> csn) < 6)22’“2‘1 =

13



Pld < {5, 3255 Ex1(&1(| & |> csa)}]

< Pld < ¢7%s, %0 D ks Xii]

<d e s to'E(Y o Xiy) = (d e ?o)ns, Y E(XY) — 0.

D’aprés le TCL de Lindeberg, (s,'S, = > 7 5§, 4,7 > 1) est asymptotique-
ment normal N(0, 1).

Par ailleurs, s ! = n_l/z(\/"—i—)_l = n_1/2<0\/ Cx(0))71, Cx(0) = 102

1—¢? —$2
b 7’L71/2 = Sn n
n1/2(¢ —¢)= n=t Zkzs)?;i =0/Cx(0) n=1y 52X,371
5;15n N o o o 2
=0(v/Cx(0) cxl(())) —— I est aN(0,V), ou Vy = ( CX(o))2 =1-¢°,

car (l_ff’2)n_1 S, X2 =P 1,

g
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Validation
Choix de modéles
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0.1. 2-3 Analyse fréquentielle de Fourier

On représente la s.t. sous forme d’un vecteur x=(xy, ...,x,)’ de R" plongé dans
C™, ou y’ denote le transposé d’un vecteur y.

Préliminaires

Soit {e;,j € F,} une base orthonormale de C", muni de la norme associée
||| 2o au produit scalaire euclidien usuel <x,y>=>"" | z,y; ou F,, est un intervalle
de ayant n points et z* le complexe conjugé de z. Alors on a

(i) en projetant x sur la base orthonormale

X:Z<Qf,€j>€j

JEFR

( < z,e; > sont les projections)
(ii) I'identité de Bessel-Parseval

n
lellea=) 2t =) | <z,e;>
t=1

JEF,

En choisissant pour e; = (e1%i e™«i . i)’ (appelée la base de Fourie)r, on

Définition

Pour F, = {j: —[*7}] <j < [§],

(i) je F, =< z,e; >= \/Lﬁ Yo xe” ™5 est appelée la transformée de Fourier
discréete de la s.t ou du vecteur x ou les w; = 2%% (resp. %) sont appelé les
pulsations (resp. fréquences ) de Fourier quand j> 0.

(ii) La fonction w; — I(w;) =, j € F, est appelée le périodogramme de x.

REM :

Une procédure de calcul rapide de TFD est appelée TFR ou FFT

Interpétation et utilisation

* Comme repésente a une constante pres, la variance de la s.t ou la puissance
signal x interprété comme les valeurs d’une intesité de courant, I'identité de Bessel-
Parseval donne la décomposition de cette variance ou puissance sur les sinusoides
, étant la contribution en variance ou en puissance ...

Le périodogramme fournit un outil de détection de période
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0.2. 2-4 Probleme de l’interprétation

Le probléme majeur est comment interréter les statistiques précédentes (corrélo-
grammes et périodogramme) quand la s.t. ou le signal est bruité(e) ou plus
généralement quand x est une partie d’une réalisation (ou trjectoire) d’un proces-
sus constitué des va (X;,t € T') ou T est un ensemble contenant <1,n>

17



Références

(Ref Modeles linéaires et justification de leur représentation des ts : Hannan
(1970) Multiple Time Series p. 9-18)

Hannan E.J. (1969) Time series

Hannan E. J. (1970) Multiple time series. p.9-18

Brockwell Davis Time series analysis Theory and Pratice

Priestley Spectrl analysis and time series Academic Press

G M Jenkins & D. G. Watts Spectral analyssis and itds applications Holden
day

T W Anderson Yhe statistical analysis of time seres Wiley

T W Anderson An introduction to multivaraite statistical analysis Wiley

Compléments

E. Parzen Stochastic processes HoldenDay

H Crameér & M. S. Leadbetter Stationry and related stationary processes Wiley

Cox D. R. & Miller H. O. 1965 The thory of stiochastic processes London
Methuen

J. L. Doob Stochastic processes Wiley

Sur la prediction

Whittle P 1963 Predcition and regulation by linear least squares methods Van
Nostrand Princeton

MAsani P & Wiener N. 1959 Non linea pedictor Probability and statistics
Edited zby U Grenander J. Wiley and son New York

Wiener N 1956 Nonlinear prediction and dynamics Proc Third Berkeley Sympo
3 pp247 - 252

Articles

Dzhaparidze K.O & Yaglom A.M. 1973 Asymptotically efficeinet estimation of
the spectrum parametezrs of stationary stochatic processses Proc of the Prague
symposium on asymptotic statistics

Pham dinh 1984 An note on some statistics usdeful in identifying the ARMA
orders J. Time Series Analysis pp 273 -249

Sur la prédiction

* Parzen E 1961 An approach to time series analyssi Ann Math Stat n°32 pp
951 - 989

Wahaba G 1966 Cross-spectral distribution thezory for mixed specztra and
estimation of predictor filtzer czoefficient

Davis H T & Jones R. H. 1968 Estimation of the innovation varaince zzozf
stationary time series JASA 63 pp 141 -149

18



Granger C.W. J. 1969 Prediction with a generalized cost of error function Oper
Res Q 20 pp 199 -207

Brown R.G. 1963 Smoohing forecasting and prediction of discretzez time series

Zadeh L.A. 1 Ragazzini J.R. 1950 An extension of Wiener’s theory of prediction
J of Applied physics 21 pp 645 - 655

Bloomfield 1972 On error of prediction of time series

Royell LLS prediction Approach to 2-stage sampling

Ray & Wyld Polynom properties of multiterm predictors /controllers nonsta-
tionary

Miami 1975 Algo genrating fct & prediction

Nadkarni Prediction th

Ali 1977 Analyssi of ARMA estimation-predcition

Kimenfield Exponential forecastings of nonstationary tizme series

Newbozld Forecasting transform series

Nelson Formulation of nonlinear predictor

Akutowiczs On an explicit formula in LS prdictor

Bates & Granger Combination of forecats

19



