
Estimation

Chapitre 4 Estimation des paramètres de
modèles ARMA(p,q)
CourTS_Ch5EstimARMA_v071008

Auteur B Truong-van
Extrait de CourTS_versioncomplete_v1 Chapitre 4 Traitements statistiques

pour des modèles ARMA stationnaires
et CourTS_EstimIdentif

et CourTS_EstimARMA_vf1
MAJ 07/10/08

1- Estimations préliminaires des paramètres de modèles ARMA(p,q)
1-1Estimations préliminaires des paramètres MA demodèles ARMA(p,q)
(Est-ce que l�on a les mêmes réultats que celui ci-dessous pour l�estimation

préliminaires des paramètres MA de modèles ARMA(p,q)????
On considère comme estimateurs des paramètres MA(q) ceux déduits de l�algorithme

des innovations: Dé�nir les estimateurs b�m;j; j = 1; :::;m des �m;j; j = 1; :::;m en
remplaçant dans les formules de l�algorithme des innovations vk par bvk et Cx parbCx.
Proposition 0.1. Sous le conditions
(modèle inversible) "t =

P1
j=0 �jxt�j ; m(n)!1;m = o(n1=3)

n1=2
P

j>m(n) j �j j! 0; n!1
alors:
(i) n1=2(b�m;1 + �1; :::; b�m;m + �m; 0; :::)!d N(0;�)

� =
hPmin(i;j)�1

k=0 �k�k+ji�jj

i1
i;j=1

(ii) b�(m) � �(m) = Bm(b�(m) � �(m)) + oP (n1=2)
1-2-Estimations préliminaires des paramètres AR demodèles ARMA(p,q)
Remarque
Les estimateurs LS ou YW de paramètres AR d�un ARMA(p,q) SLC sont

non-consistants quand q� 1 !!!



Il faut considérer les estimations ILS qui sont consistants quand ils sont dé�nis.
On peut les calculer par l�Algorithme de LD genéralisé ou ILS (voir § Identi�cation
de modèles ARMA(p,q))
Rappel:

Proposition 0.2. ARMA(p,q), p,q smallest tq (r); r = 1; :::;
(1) �(k; i) = 0; (k; i) 2Ip;q
(2) �(i)pp = �p; i � q;�

(q)
kk = 0; k � p+ 1

(3) f (i)Gl (k) = 0; (k; i) 2Ip;q
(4) f (i)Ta(k) = 0; (k; i) 2Jp;q (car par convention, on a posé f

(i)
Ta(k) = 0 si B(k,i)

singulier: Ce n�est qu�une commodité d�écriture sans fondement (A verif))
(5) f (i)Co(k) = D(k; i) = 0; (k; i) 2 Jp+1;q+1;D(k; i) 6= 0; (k; i) 2 Ip;q
(6) Rp+1(��p�(q+j)) = 0; j � 1;Rp+1(��p�q) 6= 0

(1) Algorithme de D-L simple
k=0: (v(0)=1) �(0)1;1 = �X(1); v(1) = 1� (�

(0)
1;1)

2

k� 1 : T (k) = �X(k + 1)�
Pk

l=1 �
(0)
k;l �X(k + 1� l)

�
(0)
k+1;k+1 = T (k)=v(k)

Pour j=1,...,k :�(0)k+1;j = �
(0)
k;j � �

(0)
k+1;k+1�

(0)
k;k+1�j

v(k + 1) = v(k)(1-(�(0)k+1;k+1)
2)

(2) Algorithme de D-L généralisé
Pour i=1,2,...
pour k=1,2,...poser �(i)k;0 = �1

pour j=1,...,k �(i)k;j = �
(i�1)
k+1;j �

�
(i�1)
k+1;k+1

�
(i�1)
k;k

�
(i�1)
k;j�1
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2- Estimation des paramètres de modèle ARMA(p,q) stationnaire
2-1 Estimation de maximum de vraisemblance
2-1-1- Cadre général

Fonction de vraisemblance :

X=(Xt) un processus gaussien centré de fct d�autocov Cx . On dispose de n
va d�observation de X mis sous forme du vecteur Xn = (x1; :::; xn)

0 et on note �n
la matrice des covariances de Xn, supposée inversible. Alors la vraisemblance de
Xn est
L(�n) = (2�)�n=2(det �n)�1=2 exp(�1=2X0

n�
�1
n Xn)

Expression via les innovations
Soit Uj = Xj� eXj la jème innovation où eXj = PHj�1(Xj) = E(Xj=X1; :::; Xj�1);Hj =

sp(X1; ::; Xj)

On pose eXn=( eX1; ::; eXn)
0,Un = (U1; :::; Un)

0.
Soient �i;j; i; j = 1; ::: et resp. vj les coef et la variance de Uj dans l�algo des

innovations
(rappel def des �i;j: eXi+1 =

Pi
j=1 �i;jUi+1�j)

On prend la convention que
�i;0 = 1; �i;j = 0; i = 0; 1; 2
et j<0 et on dé�nit
C = [�i;i�j]

n�1
i;j=0 ;D = diag[v1; v2; :::; vn] (matrice des covariances de Un)

Alors d�apres les formules de l�algo des innovations , on aeXn = (C � I)Un

D�où
Xn = Xn�eXn+eXn = CUn;�n = CDC

0;X0
n�

�1
n Xn =UnD

�1Un =
P

j=1 U
2
j =vj

et det�n = (detC)2 det D= v1v2:::vn
Par conséquent,

L(�n) = (2�)�n=2(v1v2:::vn)�1=2 exp(�1=2
X
j=1

U2j =vj)

2-1-2- Cas de processus ARMA(p,q) slc gaussien
Xt =

Pp
k=1 �kXt�k +

Pq
j=0 �j"t�j; �0 = 1; "t Nid(0,�

2) et les paramètres sont
� = (�1; :::; �p); � = (�1; :::; �q);�

2

2-1 Innovations et vraisemblance( eXi+1 =
Pi

j=1 �i;j(Xi+1�j � eXi+1�j); 1 � i < m = max(p; q)eXi+1 =
Pp

k=1 �kXi+1�k +
Pq

j=1 �i;j(Xi+1�j � eXi+1�j); i � m

)
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où �i;j sont les coe¢ cients de l�algo des innovations appliqué au processus

Zt =
�

��1Xt; 1 � i � m
��1�(B)Xt = �(B)"t; t � m+ 1

�
Soit vj+1 = E(U2j+1) = �

2rj+1;(Uj = Xj � eXj)

Proposition 0.3. La vraisemblance de (�; �; �2) pour Xn est

L(�; �; �2) = (2��2)�n=2(r1r2:::rn)�1=2 exp(�
1

2�2

nX
j=1

U2j =rj)

et le logarithme de la vraisemblence L = LogL est

L(�; �; �2) = �1
2

nX
j=1

rj �
1

2�2
S(�; �)� n

2
Ln(2��2)

où S(�; �) =
Pn

j=1 U
2
j =rj

2-2 Estimation ML
Les estimations ML (b�;b�; b�2) de (�; �; �2) satisfont aux Eqs
@L(b�;b�; b�2)=@�k = 0; @L(b�;b�; b�2)=@�j =0 (Eqs de vraisemblance)b�2 = n�1S(b�;b�) = n�1

Pn
j=1

bU2j =brj (la somme �pondérée� des innovations
estimées)
2-3 Matrice des covariances des paramètres (information de Fisher)
On pose � =(�; �; �2) = (�1; :::; �p+q+1) et dé�nit

I(b�)=h�Ef@2L(b�;b�; b�2)=@�j@�kgip+q+1
j;k=1

Alors V (b�) = I(b�)�1 est la matrice des covariances des estimateurs b�
D�après (BD p. 252-253)

V (b�;b�) = n�1�2 � E(UtU
0
t) E(UtV

0
t)

E(VtU
0
t) E(VtV

0
t)

��1
où
Ut = (Ut; :::; Ut�p+1)

0;Vt = (Vt; :::; Vt�q+1)
0;

avec Ut un AR(p) slc (centré) et Vt un AR(q) slc (centré) dé�nis resp par les
eqs
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�(B)Ut = "t; �(B) = I �
pX
j=1

�jB
j

�(B)Vt = "t; �(B) = I +

qX
j=1

�jB
j

et où e"t = "t
�
BB(0,1).

Exemples
1) D�après le cours, V (b�) = n�1�2fE(UtU

0
t)g�1.

où Ut = (Ut; :::; Ut�p+1)
0; �(B)Ut = e"t; �(B) = I �Pp

j=1 �jB
j;

Donc,
V (b�) = n�1�2��1p où �p = E(UtU

0
t) =

1
�2
[E(XiXj)]1�i;j�p etb� est aN(�;n�1�2��1p )

Pour p=1, b� est aN(�;n�1�2(1� �2))
Pour p=2, b� est aN(�;n�1�2��12 ),
��12 =

�
1� �21 ��1(1 + �2)

��1(1 + �2) 1� �22

�
Aide :

a b
b c

�1

= 1
ac�b2

c �b
�b a

2) D�après le cours, V (b�) = n�1�2fE(VtV
0
t)g�1.où

Vt = (Vt; :::; Vt�q+1)
0; �(B)Vt = e"t; �(B) = I +Pq

j=1 �jB
j.

Donc,
V (b�) = n�1�2(��q)�1 où ��q = E(VtV

0
t) = [E(ViVj)]1�i;j�p etb� est aN(�;n�1�2(��q)�1)

Pour q=1, b� est aN(�;n�1�2(1� �2))
Pour p=2, b� est aN(�;n�1�2(��2)�1),
(��2)

�1 =

�
1� �21 ��1(1 + �2)

��1(1 + �2) 1� �22

�
3) Pour le cas ARMA(1,1)

la matrice des covariances aasymptotiques V (b�; b�) = n�1�2 � EU2t EUtVt
EUtVt EV 2t

��1
où Ut � �Ut�1 = e"t et Vt + �Vt�1 = e"t.
Un simple calcul donne (Utilisant Ut =

P1
j=0 �

je"t�j et Vt = P1
j=0(��)je"t�j

d�où EUtVt =
P1

j=0(���)jEe"2t�j)
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�
EU2t EUtVt
EUtVt EV 2t

��1
=

�
(1� �2)�1 (1 + ��)�1

(1 + ��)�1 (1� �2)�1
��1

= 1+��
(�+�)2

�
(1� �2)(1 + ��) �(1� �2)(1� �2)
�(1� �2)(1� �2) (1� �2)(1 + ��)

�
2-2 Estimation LS
2-2-1 Estimation LS (MC) simple (ordinaire) de (�; �; �2) :
Elle est donnée par (b�LS;b�LS; b�2LS) dé�ni comme suit
S(b�LS;b�LS) =MinS(�; �)b�2LS = (n� p� q)�1S(b�LS;b�LS)
2-2-2 Estimation LS (MC) conditionnels
Considèrer le processus ARMA(p,q) d�Eqs �(B)Xt = �(B)"t
Suppose que le processus, en plus d�être SLC, est inversible i.e tous les zeros

de �(B) sont de module >1. Alors
"t = f(B)Xt =

P1
i=0 fi(�)Xt�i;

où
f(B) = �(B)�1�(B) =

P1
i=0 fi(�)B

i:
Dé�nir les �résidus conditionnels�pour 1 � t � n :
rt(�) = E("t=X1; ::; Xn) = E(f(B)Xt=X1; ::; Xn)
= Xt + f1Xt�1 + :::+ ft�1X1 + E(ftX0 + ::::=X1; ::; Xn)
En supposant de plus que Xj = 0; j � 0 on a

rt(�) = E("t=X1; ::; Xn) = E("t=::::0; :::0; X1; ::; Xn) =
t�1X
i=0

fi(�)Xt�i

De�nition 0.4. Un estimateur LS (MC) Conditionnels b�CLS de� est dé�ni parb�CLS=arg(Min�(Pn
t=1 rt(�)

2)

Equations Normales:Pn
t=2 rt(b�CLS)@rt(b�CLS)=@�j = 0; j = 1; :::; p+ q + 1 ( car r1(�) = X1)

**QQ Pb d�existence et d�unicité de solutions

Référence
Extension des résultats clasiques aux s.t. : Whittle
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ANNEXE Compléments à l�estimation MV

Vraisemblance pour un processus MA(q)

Ref : B&J
Supposons que X0n = (x1; :::; xn) soit engendré par le processus (centré)
Xt = �(B)"t
Alors la vraisemblance est donnée par ()
Détermination de
Considérons le changement de variables
" = LXn + A"�
où " = ("1�q; :::; "n)0; "� = ("1�q; :::; "0)0; L; A
Pour cela écrivons�

"t = "t; t = 1� q; :::; 0
"t = xt �

Pq
i=1 �i"t�i; t = 1; :::; n

"1 = x1 �
Pq

i=1 �i"1�i;
"2 = x2� �1"1�

Pq
i=2 �i"2�i = "2 = x2� �1x1�

Pq
i=2(�i� �i�1)"2�i+ (�1)2�

�q"1�q;
ainsi de suite
p(";�2) = (2��2)�

n+q
2 exp(� "0"

2�2
)

La transforamation a pour jacobien 1, d�où la distribution conjointe de (X 0
n; "

0
�)
0

est
p(Xn; "�; �; �

2) = (2��2)�
n+q
2 exp(�S(�;"�)

2�2
)

où S(�; "�) = (LXn + A"�)
0(LXn + A"�) = jLXn + A"�j2e

Considérons (le vecteur erreur dans B&J c�est plutôt la fonction vectorielle)e"�(Xn) = argmin"�(Xn) jLXn + A"�j2e
(i.e. A("� � e"�(Xn)) ?e LXn + A"�)
Donc
S(�; "�) = S(�;e"�(Xn)) + jA("� � e"�(Xn))j2e
où S(�;e"�(Xn)) = jLXn + Ae"�(Xn)j2e
et jzj2e = z0z désigne le carré de la norme euclidiennne d�un vecteur z dans un

espace de dim �nie
Mescomment: Pas clair ici dans B&J, préférable d�use l�espérance condition-

nelle

On a donc
p(Xn; "�; �; �

2) = (2��2)�
n+q
2 exp(�S(�;e"�(Xn))+jA("��e"�(Xn))j2e

2�2
)

Comme on a aussi
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p(Xn; "�; �; �
2) = p(Xn; �; �

2)p("�=Xn; �; �
2)

d�où (dans B&J??? pas clair)
p("�=Xn; �; �

2) = (2��2)�
q
2 (detA0A)1=2 exp(� ("��e"�(Xn))0A0A("��e"�(Xn))

2�2
)

p(Xn; �; �
2) = (2��2)�

n
2 (detA0A)�1=2 exp(�S(�)

2�2
)

avec S(�) = S(�;e"�(Xn))
Conséquence
d�après B&J e"�(Xn) = E("�=Xn; �) = E�("�=Xn)
S(�;e"�(Xn)) =

Pn
t=1�q E

2
� ("t=Xn)

et E�("=Xn) = LXn + AE�("�=Xn)
et par comparaison, on a aussi
(detA0A)�1=2 = (det �

(0;q)
n )�1=2

S(�) = S(�;e"�(Xn)) = X
0
n(�

(0;q)
n )�1Xn

Calcul de S(�)
E("�=Xn; �) = (E("1�q=Xn; �); E("2�q=Xn; �); :::; E("0=Xn; �))

0

(B&J propose de calculer par la procédurre back-forecasting pourles valeur
préliminaires puis calculer récursivement
E("t=Xn; �) = E(Xt=Xn; �)�

Pq
i=1 �iE("t�i=Xn; �) = Xt�

Pq
i=1 �iE("t�i=Xn; �); t =

1; :::; n
Exemple MA(1)

Estimateurs ML pour AR(1) SLC
Ref. Box & Jenkins,

Eq Xt � �Xt�1 = "t, ("t) Nid(0,�2)
3 façons pour déterminer la loi conjointe de (x1; ::; xn)�
a) Loi jointe de (x2; ::; xn)�conditionnelle à x1:
p(x2; ::; xn=x1; �; �)=p(x2=x1; �; �)p(x3=x1; x2;�; �)...p(xn=x1; ::; xn�1; �; �)=p(x2=x1; �; �)...p(xn=xn�1; �; �)
=p("2 + �x1;�)...p("n + �xn�1;�)
car loi de Xt conditionnelle à xt�1 est "t + �xt�1 N(�xt�1,�2)
d�où la loi jointe de (x1; ::; xn)�est p(x1; :::; xn;�; �)=p(x1; �; �)p(x2=x1; �; �)...p(xn=xn�1; �; �)
b) Considère la transformation (linéaire) T: Xn ! en dé�nie par8>><>>:

e1 = x1
e2 = x2 � �x1

:::
en = xn � �xn�1

9>>=>>;
p(x1; :::; xn;�; �)=p(e1; :::; en;�; �)j D(e1;:::;en)

D(x1;:::;xn)
j; en = T�1Xn; J = T ; j J j=j

T j�1= 1:
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p(x1; :::; xn;�; �)=p(e1; :::; en;�; �)=(2�)�n=2(�20�
2(n�1))�1=2 exp(�1=2Q(en))

Q(en) = e
0
nV

�1
e en = �

�2
0 x

2
1 + �

�2Pn
1 "

2
t

car V �1e =Diag[��20 �
�2:::��2]

c) D�après les hypothèses, Xn est un vecteur Normal(0, �n) de mat covariance
�n = (
ij).
Comme 
ij = �

2
0�
jj�ij,

det�n = �2n0 det

2664
1��2:::�n�1

�1:::::::::::::
:::::::::::::
�n�1:::::::::1

3775 = �2n0 det
2664
1� �:�� 1:�2 � �:::�n�1 � �n�2
�1::::::::::::::::::::::::::::::::::::�n�2

:::::::::::::
�n�1::::::::::::::::::::::::::::::::::::::1

3775
= (1��)�2n0 det

2664
1:� 1:� �:::� �n�2
�1:::::::::::::::::::�n�2

:::::::::::::
�n�1::::::::::::::::::::1

3775 = (1��)�2n0 det
2664
1 + �:0::::0
�:::1::::�n�2

:::::::::::::
�n�1::::::::::1

3775 =
(1� �2)�2n0 det �n�1
d�où
det�n = (1� �2)n�1�2n0
et p(x1; :::; xn;�; �)=(2�)�n=2(�2n0 (1� �2)n�1)�1=2 exp(�1=2Q(en))
Vraisemblance conditionnelle
Vraisemblance exacte

Estimation LS modèle AR(p)
D�abord cas pier AR(1)

Xk = �Xk�1 + "k; k 2 Z (0.1)

où � est un paramètre réel tel que j � j< 1.
On rappelle qu�à partir de la donnée de n v.a. X1; :::; Xn issues deX, l�estimateur

des moindres carrés b� de � véri�e la relation
b�� � = Pn

k=2 �kPn
k=2X

2
k�1

(0.2)

où �k = Xk�1"k; k 2 Z.
Posons S1 = 0; Sn =

Pn
k=2 �k; n � 2, s2n = V ar(Sn); n � 1 et eCX(0) =

n�1
Pn

k=2X
2
k�1. Ainsi b� � � = n�1SnbCX(0) . Les propriétés de b� � � se déduit donc en

l�étude du numérateur n�1Sn et du dénominateur eCX(0):
9



L�étude de Sn

On a: (Sn;=n; n � 1) est une MG et ses propriétés en découlent.
On choisit =1 = f;;
g;=n = =("k; k � n); n � 1. D�abord, Xk; "k+1 étant de

carré intégrable donc �k+1 = Xk"k+1 2 L1(P ), puis Ek(Xk"k+1) =
p:s: XkE("k+1) =

0, en notant Ek = E=k .
Sous hypothèse
(H1) ("k;=k) une dMG() i.e une dMG tq Ek("2k+1) =p:s: �2,
on a E(X2

k"
2
k+1) = E(X

2
kEk("

2
k+1)) = �

2CX(0):
(Cas iid: indépendance de Xk et de "k+1, et E(X2

k"
2
k+1) = E(X

2
k)E("

2
k+1)).

Par ailleurs, d�après (0.1), on a
X2
k = �

2X2
k�1 + 2�Xk�1"k + "

2
k donc

E(X2
k) = �

2E(X2
k�1) + 2�E(Xk�1"k) + E("

2
k) : (1� �2)CX(0) = �2 : CX(0) =

�2

1��2 :

Ainsi E(�2k+1) =
�4

1��2 , d�où
Propriétés
(0) CX(0) = �2

1��2

(1) s2n = V ar(Sn) =
Pn

k=2E(�
2
k+1) = n�

2CX(0) = n
�4

1��2 :

(2) n�1Sn !p:s: 0 (LFGN des MG car
P1

k=2Ef(k�1�k+1)2g = �4

1��2
P1

k=2 k
�2 <

1).

L�étude de eCX(0)
Contrairement à , je pars ici de la relation (0.1): X2

k = �
2X2

k�1 + 2�Xk�1"k +
"2k;
Pn

k=2X
2
k =

Pn
k=2X

2
k�1 + (X

2
n �X2

1 )

(1� �2)
nX
k=2

X2
k�1 = (X

2
1 �X2

n) + 2�

nX
k=2

Xk�1"k +

nX
k=2

"2k (0.3)

Observons que n�1Sn = n�1
Pn

k=2Xk�1"k !p:s: 0 et que n�1X2
1 !p:s: 0 car

pour presque tout ! 2 
; n�1X2
1 (!)! 0

Il reste alors à montrer que

Lemma 0.5. Sous les hypothèses
(H2) max1�r E j "r jm<1;m > 2
(i) n�1X2

n !p:s: 0
(ii) si m=4 (non encore résolu pour 2<m<4!!) n�1

Pn
k=2 "

2
k !p:s: �2
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Preuve
(i) On a

Xk = �
kX0 + Yk;

Yk = �
k�1"1 + :::+ �

0"k =
kX
l=1

�k�l"l = �
k�1

kX
r=1

��(r�1)"r = �
k

kX
r=1

��r"r

D�après lemme ci-dessous: pour tout c>0 et de l�inégalité
P [ jYkjp

k
> c] = P [( jYkjp

k
)m > cm] � c�mk�m=2E(j Yk jm)

on a
P1

k=1 P [
jYkjp
k
> c] <1) Ynp

n
!p:s: 0

Comme par ailleurs X0p
n
!p:s: 0, donc (i) prouvé.

Rappel critères de cvps
CNS Xn !p:s: X , 8c > 0; limn P (Sn;c) = 1, 8c > 0; limn P (S

c
n;c) = 0

où Sn;c = \1k=n[j Xk � X j� c]; Scn;c = [1k=n[j Xk � X j> c] = Maxk�n[j
Xk �X j> c]:
CS: 8c > 0;

P1
k=1 P ([j Xk �X j> c]) <1) Xn !p:s: X

Thm Cv SMG
Si Zn est une SMG tq supnE(j Zn jm) <1 pour alors Zn cv dans Lm et ps.
(ii) La même démarche ne mache pas pour la somme n�1

Pn
k=2 "

2
k !p:s: 0.

car majorer via Jensen (n�1
Pn

k=2 "
2
k)
m � n�1

Pn
k=2("

2
k)
m : (

Pn
k=2 "

2
k)
m �

nm�1
Pn

k=2("
2
k)
m

P [
Pn

k=2 "
2
k > cn] = P [(

Pn
k=2 "

2
k)
m > cmnm] � c�mn�mE((

Pn
k=2 "

2
k)
m)

PB non encore résolu!!!
Observons que ("2k � �2) est une dMG.

Problème de convergence p.s. des sommes Yk = �
kZk;Zk =

Pk�1
r=0 �

�r"r

Comme les Zk sont des MG, on peut soit utiliser Thm Cv MG avec condition
sur supk E j Zk jm;m > 2 ou preuve directe par les critères de cv ps mais les deux
cas utilisent inégalité de Jensen pour majorer j Zk jm.
Rappel inégalité de Jensen
Soit P une mesure de probabilité sur (
;=), X 2 L1(P ) et � une convexe

convexe sur R (dans Rudin on suppose que a < X(!) < b et � convexe sur (a,b))
alors �(EP (X)) � EP (�(X)):
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Application ici: pour m>0, la fct u:x2 (0;1)! xm est convexe et
P=(pr); pr =

j�rj�r
Tk
; r = 1; ::; k; Tk =

Pk
r=1 j � j�r=j � j�1

j�j�k�1
j�j�1�1 .

Jensen: (
Pk

r=1 j � j�rj "r j)m � (Tk)m
Pk

r=1 pr j "r jm
d�où E(j Yk jm) = (j � jk)mE(j Zk jm) � (j � jk Tk)mmax1�r E j "r jm
mais j � jk Tk = j�j�1

j�j�1�1(1� j � j
k) � 2 j�j�1

j�j�1�1

Lemma 0.6. On a pour tout m>0
(i) E(

Pk
r=1 j � j�rj "r j)m � (Tk)m

Pk
r=1 prE j "r jm� (Tk)mmax1�r E j "r jm

(ii) E(j Yk jm) � 2 j�j�1
j�j�1�1 max1�r E j "r j

m

Observons

Remark 1. Si les sont iid, alors E j "r jm= E j "1 jm

2) On suppose à partir de maintenant que E("41) <1.
i) Montrer que la suite (n�1

Pn
k=2 "

2
k; n � 1) converge p.s. vers �2 quand

n!1.
ii) Montrer que E(X4

k) < 1;8k 2 Z. (Indication: En utilisant l�équation
(0.1) et en observant que E(X4

k) = E(X4
1 ), on montrera que (1 � �4)E(X4

1 ) =
6�2�2E(X2

1 ) + E("
4
1)). En déduire que puis que la suite (n

�1Pn
k=2 "

2
k; n � 1)

converge p.s. vers �2 quand n!1.
iii) Montrer que (1��2)

Pn
k=2X

2
k = �

2(X2
1 �X2

n)+2�
Pn

k=2 �k+
Pn

k=2 "
2
k. En

déduire que la suite (n�1X2
n; n � 1) converge p.s. vers �2

1��2 quand n!1.
3) On notera Ek pour l�espérance conditionnelle relative à =k; k � 1 et I(A)

désigne la fonction indicatrice d�un sous-ensemble A.
i) Montrer que pour k � 2, Ek�1(�

2
k) = �2X2

k�1 et en déduire que la suite
(n�1

Pn
k=2Ek�1(�

2
k); n � 1) converge p.s. vers �4

1��2 quand n!1.
ii) Soient c et d deux réels arbitraires positifs. Montrer que pour k � 2,

Ek�1(�
2
kI(j �k j> csn) �

�4X4
k�1

c2s2n
puis que

P [fs�2n
Pn

k=2Ek�1(�
2
kI(j �k j> csn)g < d] �

�4E(X4
1 )

dc2s2n
. En déduire que la suite

(s�2n
Pn

k=2Ek�1f�
2
kI(j �k j> csng; n � 1) converge en probabilité vers 0 quand

n ! 1, puis que (s�1n Sn; n � 1) est asymptotiquement normal N(0; V ) dont on
précisera la variance V .
iii) En déduire la loi asymptotique de n1=2(b� � �) quand n ! 1, où b� est

dé�ni par la relation (0.2).

12



Corrigé Examen MIM2 1ère session (Janvier 1998)

1) On choisit =1 = f;;
g;=n = =("k; k � n); n � 1. D�abord, Xk; "k+1
étant de carré intégrable donc �k+1 = Xk"k+1 2 L1(P ), puis Ek(Xk"k+1) =

p:s:

XkE("k+1) = 0, en notant Ek = E=k .
De l�indépendance de Xk et de "k+1, on a E(X2

k"
2
k+1) = E(X

2
k)E("

2
k+1).

Par ailleurs, d�après (0.1), on a
X2
k = �

2X2
k�1 + 2�Xk�1"k + "

2
k donc

E(X2
k) = �

2E(X2
k�1) + 2�E(Xk�1"k) + E("

2
k) : (1� �2)CX(0) = �2 : CX(0) =

�2

1��2 :

Ainsi E(�2k+1) =
�4

1��2

D�où s2n = V ar(Sn) =
Pn

k=2E(�
2
k+1) = n�

2CX(0) = n
�4

1��2 :

Comme
P1

k=2Ef(k�1�k+1)2g = �4

1��2
P1

k=2 k
�2 < 1, il s�ensuit de la LFGN

des MG que n�1Sn !p:s: 0:
2) i) Il est immédiat que ("2k � �2; k � 1; ) est une dMG et d�après l�hypothèseP1
k=2Ef(k�1("2k��2))2g = Ef("21��2)g2

P1
k=2 k

�2 <1, donc d�après la LFGN,
n�1

Pn
k=2 "

2
k !p:s: �2:

ii) On a X4
k = (�Xk�1 + "k)

4 = (�Xk�1)
4 + 4(�Xk�1)

3"k + 6(�Xk�1)
2"2k +

4(�Xk�1)"
3
k + "

4
k;

E(X4
k) = E(X

4
1 ) = �

4EX4
1 +6�

2�2E(X2
k�1)+E"

4
1 car X est processus stricte-

ment stationnaire, les "k étant iid, et
E(�Xk�1)

3"k = E((�Xk�1)
3)E("k) = 0; E((�Xk�1)"

3
k) = �E(Xk�1)E("

3
k) = 0:

Soit c > 0, on a P [k�1X2
k > c] � c2k�2E(X4

k);
P1

k=1 P [k
�1X2

k > c] <1 , c�est
donc une CS pour que n�1Xn !p:s: 0:
iii) La relation demandée résulte immédiatement de l�équation (0.1).
X1 étant une v.a. réel (�nie) P-p.s., il est immédiat que pour (preque) tout !

�xé de 
, n�1X1(!)! 0 (convergence simple) quand n!1. De cette limite et
des résultats §§-§§, on obtient (1��2)

Pn
k=2X

2
k !p:s: �2, d�où le résultat demandé.

3) Posons �n;k = s
�1
n �k (se rappeler que s

2
n = n�

2CX(0) = n
�4

1��2 )

i) De façon évidente, pour k � 2, Ek�1(�2k) =p:s: X2
k�1Ek�1("

2
k) = �

2X2
k�1 et le

résultat se déduit de 2) iii). Autrement dit,Pn
k=2Ek�1(�

2
n;k) = s

�2
n

Pn
k=2Ek�1(�

2
k)

= ( �4

1��2 )
�1�2n�1

Pn
k=2X

2
k�1 ! ( �4

1��2 )
�1( �4

1��2 ) = 1

ii) Il est évident que Ek�1(�
2
kI(j �k j> csn) �

�4X4
k�1

c2s2n
)
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P [d < fs�2n
Pn

k=2Ek�1(�
2
kI(j �k j> csn)g]

� P [d < c�2s�4n �4
Pn

k=2X
4
k�1]

� d�1c�2s�4n �4E(
Pn

k=2X
4
k�1) = (d

�1c�2�4)ns�4n E(X
4
1 )! 0:

D�après le TCL de Lindeberg, (s�1n Sn =
Pn

k=2 �n;k; n � 1) est asymptotique-
ment normal N(0; 1).
Par ailleurs, s�1n = n�1=2( �2p

1��2
)�1 = n�1=2(�

p
CX(0))

�1; CX(0) =
�2

1��2

n1=2(b�� �) = n�1=2
Pn
k=2 �k

n�1
Pn
k=2X

2
k�1

= �
p
CX(0)

s�1n Sn
n�1

Pn
k=2X

2
k�1

= �(
p
CX(0)

1
CX(0)

) s�1n Sn
1

CX (0)
n�1

Pn
k=2X

2
k�1
est aN(0,V�), où V� = ( �p

CX(0)
)2 = 1��2,

car (1��
2

�4
)n�1

Pn
k=2X

2
k�1 !p:s: 1.
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Validation
Choix de modèles
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0.1. 2-3 Analyse fréquentielle de Fourier

On représente la s.t. sous forme d�un vecteur x=(x1; :::; xn)�de Rn plongé dans
Cn, où y�denote le transposé d�un vecteur y.
Préliminaires
Soit {ej; j 2 Fng une base orthonormale de Cn, muni de la norme associée

jj:jjEu au produit scalaire euclidien usuel <x,y>=
Pn

t=1 xty
�
t où Fn est un intervalle

de ayant n points et z� le complexe conjugé de z. Alors on a
(i) en projetant x sur la base orthonormale

x =
X
j2Fn

< x; ej > ej

( < x; ej > sont les projections)
(ii) l�identité de Bessel-Parseval

jjxjjEu =
nX
t=1

x2t =
X
j2Fn

j < x; ej > j2

En choisissant pour ej = (ei1!j ; ei2!j ; :::; ein!j)0 (appelée la base de Fourie)r, on
a :
Dé�nition
Pour Fn = fj : �[n�12 ] � j � [

n
2
],

(i) j2 Fn !< x; ej >= 1p
n

Pn
t=1 xte

�it!j est appelée la transformée de Fourier

discrète de la s.t ou du vecteur x où les !j = 2� j
n
(resp. j

n
) sont appelé les

pulsations (resp. fréquences ) de Fourier quand j� 0:
(ii) La fonction !j ! I(!j) =; j 2 Fn est appelée le périodogramme de x.
REM :
Une procédure de calcul rapide de TFD est appelée TFR ou FFT
Interpétation et utilisation
* Comme repésente à une constante près, la variance de la s.t ou la puissance

signal x interprété comme les valeurs d�une intesité de courant, l�identité de Bessel-
Parseval donne la décomposition de cette variance ou puissance sur les sinusoîdes
, étant la contribution en variance ou en puissance ...
Le périodogramme fournit un outil de détection de période
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0.2. 2-4 Probleme de l�interprétation

Le problème majeur est comment interréter les statistiques précédentes (corrélo-
grammes et périodogramme) quand la s.t. ou le signal est bruité(e) ou plus
généralement quand x est une partie d�une réalisation (ou trjectoire) d�un proces-
sus constitué des va (Xt; t 2 T ) où T est un ensemble contenant <1,n>
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