CHUONG MOT
BIEN SO NGAU NHIEN

Dinh nghia . Cho Q2 1a mot tap hop khac tréng, ( 1a mot o-
dai so trén Q, va P 1a mét d6 do duong trén khong gian do
duoc (Q2, @) sao cho P(€2) = 1. Lac do ta no1 (2, @, P) la
mot khéng gian xdc sudt va P 1a mot dé do xdc suat.

Pinh nghia. Cho (Q, @, P) 1a mot khong gian xac suat va

X 1a mot ham s6 thuc trén Q sao cho X! ((-0,c)) € @ voi
moi sb6 thuc ¢ . Liuc d6 ta néi X 1a mdt ham so thuce do
diroe trén Q, hodc X 1a mét bién so ngéu nhien .



X 14 mot ham don (simple function) trén (Q, @, P) n€u va

chi néu ¢6 mdt ho hitu han {A,, ..., A_} trong 9 va mot
ho httu han {¢,, .. ., @ ,} trong R sao cho
X(x) = ;ak Z, () Vx € Q.
= k
H xed |,
trong do X 4 (x) = <
0 xeQ\A4

Luc do X 1a mot bién so6 ngau nhién va ta dat

E(X)= Z%P(A )

va go1 £(X) 1a ky vong (expectatzon) ctia bién ngau nhién X



Dinh nghia. Cho (€2, @, P) la mdt khong gian do dudc,
Ec @, va X1a mot bi€n ngau nhién khong Am trén tur
(QQ, @) . bat FX) 1la ho cac ham don s trén € sao cho

0<s<X va dit

XdP= sup E(s) va EX)=|_.XdP.
jQ se F(X) IQ

Ta goi E(X) 1a ky vong cua bi€n ngau nhién X . Ky

vong cda X c6 thé bing oo .



Cho X va Y 1a hai bién s ngau nhién trén (Q,@,P), va a va
b 1a hai s6 thuc. Luc do6 cac ham s6 sau déu 1a cac bién
ngau nhién trén (Q,@,P) : aX + bY, sup{X, Y}, inf{X,V}, X*
= sup{0, X}, X =sup{0 ,- X} va |X].

Pinh nghia. Cho X 1a mot bién sO ngau nhién trén
(Q,@,P). Ta ndéi X thudc 16p £Q) néu E(|X]) < co. Lic do
ta dat ky vong cua X nhu sau :

EX) = EXY) - EX) .

Cho X va Y thudc 16p £(Q), va a va b 1a hai so thuc. Luc d6
aX + bY thudc 16p Q) .



Cho X va Y thudc 16p £(Q), ta ndi X ~ ¥ néu va chi néu

P{ow e Q: X(o)#Y(w)})=0.
Quan hé ~ la quan h¢ tuvong duong trong £(€2), ta ky hi¢u
L1(Q) la tap hop thuong L(Q)/ ~ .
Cho X va Y 1a hai bién so ngau nhién trong cung mot
16p twong duong. Ta thay E(X) = E(Y). Vi thé ta co thé
xem mot 16p twong duong U nhu 13 mot bién s6 ngau
nhién X néu X 1a mot phan ti trong U, va dat E(U) =
E(X) .
Nhu vay ta c6 thé xem L1(Q) nhu 1a ho cac bién s6
ngau nhién sao cho E(|X]) < co. Ta dit

EX)= EX")-EX) V X e L{(Q)



Cho mot khong gian xac suat (Q,d,P) va ¢ 1a mot so
thuc > 1. Ta dat

LYQ,,P)={X e L'(Q): E(|X]?) <o }.
LI(Q,,P) la mot khong gian Banach voi chuén sau

I X1, =[EQX )] =[[ 1X1"dP]"* VX eL(Q,Q,P)
L*(Q ,@ P) 1a mot khong gian Hilbert voi tich vo
hudng sau
<X,Y> = E(XY) VX,YelXQ.,Q,P) .

Néu trong bai toan khong co g1 co thé gay lam lan,
chung ta dung L9(Q) d¢ ky hi¢u LI(Q,1 ,P) .



Pinh nghia. Cho mot khong gian xac suat (Q, @, P) va
a11a mot o-dai so trong Q , AU < @. Lac d6 LA(Q AL, P)
la mot khong gian vecto con dong trong L(Q @, P) va
c¢6 duy nhat mot anh xa tuyén tinh 7't L2(Q ,@,P) vao
L*(Q AL, P) sao cho ||T]| =1, T(X) = X v41 moi X trong
LX(Q AL, P) va

<Y, X-TX)> =0 V Xe LXQ ,QP), Ye LX(Q AL,P)

Ta ky hiéu 7(X) 1a T(X|w) va goi 1a ky vong co dicu
kién Ul cua X

Ta c6 jQ E(X | P)YdP = jQ XYdP VY e [*(Q,9, P),

jD E(X|P)dP = jD XdP VD €.



DPinh nghia. Cho Y la mot bién ngau nhién trong khong
gian x4c suat (Q, @, P) . Pit 5, 1a o- dai s6 nho nhat

chtra ho {Y"'!(U) : Ula mot tdp mo trong R}. Ta dat
E(XY) = EX|%) VX e LAQ,QP)



Pinh nghia. Cho X 1a mot bién ngau nhién trong khong
gian xac suat (Q2, @, P) . Tadat ', : R — [0, oo]

Fyo(t)=PX (- 0,0))=P({0 €eQ: X(w) <t }) Vit eR.

Tano1 F, 1a ham phan phoi (distribution function) cua
bi€n ngau nhién X.

Bai toan 1.1. Tap {t € R : P(X1({¢})) > 0} 1a mot tap qua
lam dém duoc.

H.D. Gia sir ¢6 k s6 thuc khac nhau t, ..., 1, sao cho
PX'({t}))>m" - Dey
k

2 P )) =P(X T ({t, -1, ) <1

Suy ra k < m.



Bai toan 1.2. Cho mdt diy don diéu ting bién so ngau
nhién khong am {X } ho1 tu tung diém vé mot bién so6 ngau
nhién X trong (€2, @, P) . Ching minh {Fy } 1a mét day
ham so6 don diéu giam va ho1 tu hau hét moi noi vé F v trén
[0,00).

H.D.Dat4={s e R: P(X'({s})) >0} ,tacoé u)=0.

Chote R\4,dat B, =X 1((-0,t)) va B =X1((-0,7)) .
Chirng minh lim Xp (S)ZZB(S) Vs e R\X ™ ({r}).

1M —»00
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Choa,<o,<...<a,va {4,,...,4, } lamtap do
duoc ro1 nhau va co phan hoi 1a €. Cho X 1a mot bi€n so
ngau nhién co dang

X(x) = Zak;(A (x) Vx e Q,
=1
Luc do y
Fr=x + D> [D P(A)y
@) TS (@.0; 4]

] 11



Bai toan 1.3. Chog € (1,0),0<o, <a, <. ..<aq,Vva

{4,,...,4, } lamtap do dugc ro1 nhau va co phan hoi
[4 Q. Cho X 1a mot bién s6 ngau nhién c6 dang
X(x) = Zak;( (x) Vx e Q.
k=1 Ak

Chimg minh  E(X?) = ‘IJ: s (1— F, (s))ds
X7 (x) = Za,f;(A (x) Vx e Q2.
k=1 k

EXD=EQ a'y, =D P@A) ()
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l

FX:z[a ,OO) + Z[ - P(A )]Z(CZ a.
m =1 =l AR

|
j “sT (1= P, (5))ds =

l

=q[ 11— (S‘”(Z[a ot Z[;P(A )];((al al+1])(s)]ds
=4[ Z[I ZP(A S X PO
1 i+1
= M1~ ZP(A g L 597 ds
=Y 0- P(A el —al) B



j=1
m—1 i
_ qg _ .4
lzljZZ;P(Af)(aiH %)
q m—1 i q m—1 i q
m—;;P(A])ai+l+;;P(A])ocl
m—1 m—1 q m—1 m—1 q
_ _ -_.P(Aj)al.+1+ 2,2 P(Aj)al
J=li=j J=li=j
m—1 m—1 m—1
_ q _ q41_ 4 _ q _ .4
2 P(A])[;lal ;al I=al > P(A)la —af]

m— m—1 m
-> P(A)al +ZP(AJ.)05]q. =% P(A)a?
=1 j=1

J= J=1 J N



Bai toan 1.4. Cho g € (1,00) va X 1a mot bién sd ngau
nhlen khong am tren (€2, @, P). Chirng minh X € L49(€2)
néu va chi néu

q| s (1-Fy(s)ds < o,

0

Valuicdo  E(X?) = qjow sq_l(l—FX (5))ds .

H.D. Chon mot ddy bién ngau nhién don khoéng am
{X ' don diéu ting hoi tu vé X . Chimg minh {X ¢} don
diéu tang hoi tu ve X¥, va {1-Py ] don diéu ting va hoi

tu hau hét moi noi vé (1 - P, ) . Giai bai toan cho céc

bi1€n ngau nhién don trudec.



DPinh nghia. Cho X'la mot bién ngau nhién trong khong
gian xac suat (Q, @, P) . Ta ndi X roi rac (discrete) néu

X(Q) 1a mot tap con qua lam dém duoc {x; }..trong R.
Lucdodatp:R — [0, 0] :
p(s)=PX'({s})=P{o eQ: X(w)=5}) Vs € R.

1el

Ta go1 p 1a ham mdt do (the probability mass function)
cua bi€n ngau nhién X, va ta co

Fo ()= ) p(x,) VieR.
x, <t

Fo(H) = PX (- 0,1])) = Pl €Q: X(0) <t }) VieR.



DPinh nghia. Cho X'la mot bién ngau nhién trong khong
glan xac suat (Q, (i P) . Ta no1 X lién tuc (continuous)
néu c6 mot ham so thuc khong am lién tuc tirng manh trén
R sao cho

5
F, (1) = Lo p(s)ds V teR.
Ta go1 p 1a ham mdt do (probability mass function) cua
bién ngau nhién X .
Fo(t)=PX (- o0,t])) =P({0 €eQ : X(w) <t }) Vt e R.
Vai trd ham phéan phoi F, va ham mat do xac suatp co

vai tro rat quan trong do1 vol bi€n so6 ngau nhién X . Can ctr
vao p ta goi1 t€n cac bién s6 ngau nhién nhu sau :



e Néu X(Q) = {0,1,2,...n} va
(1!

"= p)"” Vie{0,1,2,...,n},
oy=A i ? 1P St ")
\ 0 VieR\{0,1,2,...,n},
X duoc goi 1a bién s6 ngau nhién c6 phan phoi nhi thire
B(n,p) , va dugc ky hieu X ~ B(n,p) .

ONéuX(Q) =40,1,2,...,n, ...} va cOmot s6 thue A > 0

rlte_l
p(t)zi t' VtE{O,l,z,.,n,.},
0 VieR\{0,1,2,....,n,...},
X dugc goi 12 bién s0 ngau nhién cé phan phoi Poisson

P(A) , va duoc ky higu X ~ P(A) .



e Néu X(Q)=R va co hai so thuc a va b sao cho b > a va
1

p(t)=1b-a
0 vt e R\[a,b],

Vtela,bl,

X duoc goi 1a bién s6 ngau nhién co6 phan phoi déu
(uniformly distributed) U(a;b), va duoc ky hieu X ~ U(a;b)
e Néu X(Q)=R va co hai so thuc uva osao cho o> 0
va | (- )
t— U
1) = — Vte R,
p(t) = G\/feXp( = ) S

X duoc goi 1a bién s6 ngau nhién c¢6 phan phoi chuan
(normal distributed) N(x; o7), va duoc ky hiéu X ~ N(u;07)




I
UL—20 H—0C 1L L+ag  p+2a

Figure 1.7 Density of the normal distribution (Gaussian bell curve)
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Thi du. On average, only 0.01% of trout eggs will develop
into adult fishes. What 1s the probability p_  that at least
three adult fishes arise from 40,000 eggs?

Theo 16i 1am toan binh thuong ching ta 1am cac budc sau :
e SO trimg phat trién thanh ca trudng thanh 13 :
40.000 x 0,0001 = 4.

e Vay xac suat dé co it nhat co 3 tring trong moi 16 40.000
trirng phat trien thanh ca truong thanh 1la 100%.

Nhung thuc té c6 cac 16 40.000 tring khong phat trién
dugc mot con ca truong thanh nao ca. Tai1 sao vay?
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Thi du . On average, only 0.01% of trout eggs will develop
into adult fishes. What 1s the probability p_  that at least
three adult fishes arise from 40,000 eggs?

Thuc ra con s6 0.01% chi la xac suat ma nguoi ta co dugc
duoc qua rat nhi€u lan 1ay mau thir nghiém, chir khong thé
nao cO con sO chinh xac nhu vay duoc.

Trong hoan canh lo mo thé nay, ta phai giai toan vai triét
1y lo mo.

Ta dung thong ké dé giai bai nay. Néu chung ta 1am & thir
nghiém nudi ting 16 gom 40000 tring, khong gian mau Q
= {1, ...k}, dit @Qla NQ), va X (m) 1a s6 ca c6 dugc trong
lan thtr nghiém thtt m. Luc d6 X (Q) = {1,. . .,40000}, X c6
phan bo nhi thirc B(40000,0,0001) va c6 ham mat do 1a



40000 . .
) =P({X = j}) = 0,0001)’ (0,9999)**
p(j)=PUX=]}) j!(40000_j)!( )" ( )
Dung cong thtrc nay dé tinh rat kho, ta xap né bang ham
mat do ctia phan phoi Poisson P(L) vdi A = 0,0001x40000
j
p(j) zi‘e_él v jefl,....40000}.
]
Vay xac suat dé co it nhat ba con ca nd tir 40000 tring 1a

p=1—-p0)—p(1)—p2)=1-0,0183 —0,0733 — 0,1465
=0,7619.
Nhu vay vai kién thic ciia thong ké, chiing ta sé& 1ap cac
du an kha thi va c6 két qua hon.




Qua thi du nay, ta thay d6i khi chung ta khong qua ban
tam dén (Q,1,P), ma chi dé y dén X(Q), dang ham phan
phoi cua X va ham mat do twong img xé4c dinh trén X(Q).

Vi thé trong nhiéu bai toan chung ta chang can dé cap dén
(Q,@,P) ma van noi vé cac bién ngau nhién. Trong cac
trerong hop nay chung ta s& lam viéc voi cac yéu to sau :
X(Q), ham phan phoi P, va ham mat dd p tuong ung véi
X

Cach chon ham phan phoi cho ting bai toan dua vao kinh
nghiém thuc tieén vé murc do phu hop cua ching trong cac
ap dung thong ke.

Sau day chung ta sé thay c6 thé tinh toan mot so tich phan
lién hé vo1 bién ngau nhién X chi dva trén P, vap .



Bai toan 1.5. Cho X 1a mdt bién ngau nhién i rac trong
khong gian xac suat (Q2, @, P), X € L' (QQ), X(Q) la mot
tap con qua lam dém dugc {x. }. . trong R, va p 1a ham mat
do cua X. Chirng minh

E(X) =2 xp(x)=2 xP(X"({x})).

iel iel
}

H.D. Néu 7 =N, xét day {Zx X))

Bai toan 1.6. Cho X' 1a mot bién ngau nhién lién tuc khong
am vo1 ham mat do p trong khong gian xac suat (Q, @, P),
va X € L4(Q)). Chirng minh

E(X")=q| 1" [1=P(0)dr = | ' p(s)ds



Bai toan 1.7. Cho X 1a mot bién ngau nhién lién tuc
khong am vo1 ham mat do lién tuc p trong khong
glan Xac suat (Q2,d, P) sao cho ]lvlilgo Ni[1-F,(N)]=0
Chirng minh X € L9(€2) va

E(X?) = qjow 71— F, (1)]dt = jooo s p(s)ds

H.D. Bat u(f) =t 7 va w(f) =1 — F(t). Luc d6 u’(r) = gt ¢!
vav'(¢) =- p(f) . Ap dung tich phan tig phan

af 17 - F 0l = N[1-F,(N)] + | s'p(s)ds  ¥NeN



Bai toan 1.8. Cho X 1a mot bién so ngau nhién trén (Q,@®,P)
c¢6 phan phoi chuan N(0,5). Lac d6 E(| X |9) < o véi moi ¢
trong [1, ©0 ) va

26]/2 o
E(X7) == jo t? exp(—t>)dt)o"
AR o 2
H.D.Dey F ()= : exp(———)ds VieR.
g 2 200
Suy ra ham phan phoi cua bién ngau nhién | X | ¢ dang
2
| p(?) G\/ﬂ xp( 202 )Z[O,oo)( ) =
DeEy
2N J- exp N IweXp _ 4o N exp N
27 N 2z



Suy ra
§2

E(X1) = _)ds

S exp(—

a\/ij 20"

1 p 242
=—| (V201! exp(—t*)dr = “exp(—t*)dt)o*
\/;jo(\/ ot) exp(—t>)dt = ( ﬂjotexp(t)t)a
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Pinh nghia. Cho (Q, @, P) 1a mdt khong gian xac suat.
Cho t va“0 1a ha1 o-dai1 so trén €2 sao cho “ll va“0 déu bi
chira trong (2. Ta no1 U vaO doc lap trong (Q2, @, P) n€u

P(ANB) = P(A)P(B) YV Ae%, BeD

Thi du . Cho Q=[0,1]x[01], @va P 1a c-dai s6 va do
do Lebesgue han ché trén Q. Dit

AU = { Ax[0,1] : 4 Lebesgue do dugc chira trong [0,1]},
0 = {[0,1]xB : B Lebesgue do dugc chtra trong [0,1]}.
Luc do U va© doc lap trong (€2, P).
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DPinh nghia. Cho X' la mot bién ngau nhién ‘trong khong
gian x4c suat (Q, @, P) . Pit 5, 13 o- dai s6 nho nhat

chtra ho {X"'(U) : Ula moét tap mo trong R} .

Ta thay :

(i) 5y @
(1) bat P, la thu hep cua P trén J,.. Luc do (Q, 5, P,)
la mot khong gian do duge vo1 do do Py

(iii) C6 mot day ham don trong (Q, F,) hdi tu P-hau
hét moi noi vé X
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Bai toan 1.9. Cho Ul va0 doc lap trong mot khong gian
XAC Suat (Q, @, P). Cho f 1a mot ham s6 thuc do duoc
trong (Q.A0) va g 1a mot ham so thuc do dugc trong
(€Q,0). Gi1a st f va g kha tich trén (€2, (, P). Chirng minh

E(fe) = E(f) £(g) -

H.D. Trudc hét xét f va g 1a cac ham don. Sau d6 xap
xif va g bang cac ham don. Dung dinh 1y ho1 tu don
diéu Lebesgue cho truong hop f va g 1a cac ham khong
am. Tu do suy ra truong hop tong quat.

31



Pinh nghia. Cho X va Y 1 hai bién ngau nhién trong
khong gian xac suat (QQ, &, P). Ta n61 X va Y doc lap

v6i nhau néu va chi néu 5, va 5, doc lap trong
(QQ, @, P), nghia la

P(ANB) = P(A)P(B) VY Aed,, Be%

Bai toan 1.10. Cho Q =[0,1]x[01], @va P 1a c-dai s6
va do do Lebesgue han ché trén Q. Cho f va g 1a hai
ham so thuc Lebesgue do duoc trén 2. V61 moi (x,y)

trong Q, ta dat X(x,y) =f(x),va Y(x,y) =g ().
Chirng minh X va Y doc 1ap v1 nhau.

H.D. bé y vO1 mo1 4 trong &, , cO mot tap D Lebesgue
do duogc trong [0,1] sao cho 4 =D x[01].



Bai toan 1.11. Cho X va Y 1a hai bién ngau nhién trong
khong gian xac suat (€2, (, P). Néu Y 1a mot anh xa
héing. Chirng minh X va Y doc lap vo1 nhau.

H.D. Déy %, = {Q, ¢ } ludon luon doc lap vor %, .

Bai toan 1.12. Cho X va Y 1a hai bién ngau nhién trong
khong gian xac suat (QQ, (, P). Gia st X va Y kha tich
trén Q2 , va doc 1ap vo1 nhau. Chirng minh

- E(XY) = E(X) E(Y)
H.D.Déy Xva Ydodugce trén (€, 5,) va (€, J,) .

Bai toan 1.13. Cho A, , .. ., 1a m o-dai s6 doc lap
trong mot khong gian xac suat (Q2, @, P) . Chirng minh
P(A(---NA )=P(A)---P(A) VAeU, A €U.

H.D. Qui nap toan hoc



VECTO NGAU NHIEN
Dinh nghia . Cho X, ,.. . X lam bién ngau nhién trong
khong gian xac suat (QQ, @, P). Tagon X=(X,,....,X )la
mot vecto ngau nhién m-chiéu trong (Q, A, P).

Pinh nghia . Cho X =(X, , .. ., X)) la mot vecto ngau
nhi€n trong khong gian xac suat (€2, @, P). Ta dat
F(t,....t,)=P(A, (1A, ) V t,...1, R,
cdiyA,, ={xeQ:X, (x)<f} v6imoike{l,...,m}.

Ta go1 I, 1a ham phan phoi clia vecto ngau nhién X,
Tuong ung ta cuing dinh nghia dwgc ham mat do p, co
tinh chat sau



e Néu X,, ..., X lacac bién s0 ngau nhién roi rac twong
rng vo1 cac ho {XIJ}’ e {xmj}, thi

pX(xl,jl,...,xm,jm) = P({x: X,(x) :xl,jl,...,Xm(x) :xm,jm})

e Néu X, ...,X lacac bién s6 ngau nhién lién tuc, thi
X Xm
Fo(x,...,x )= j_w---j_w Dy (S5..0,8 )ds ...ds,.

Néu X 1> - - -, X doc lap thi cac cong thuc trén tro thanh

Px (X 5ees X, )= Py (X5 ). Py (X, ),

F.(x,...,x )= j_i Dy, (s,)dx, f; Py (s,)dx,.



Dinh nghia . Cho X =(X, , .. ., X, ) 1a mdt vecto ngau
nhién trong khong gian xac suat (QQ, (t, P). Ta dat

=y, p,) = (| XdP,....| X,dP),
a,; = covariance(X, X ) = L} (X, — 1, )(X; — p,)dP

(a, - a

1m

E(X-w)(X—-p)')=

\aml T amm /
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