Bat bien Alexander xoan

HUYNH QUANG VU

Tém tat ndi dung. Piy la mot bai viét ngin gi6i thidu Bt bién Alexander xoan
(twisted Alexander invariants), mot déi tugng dudc quan tim nhiéu va cé dudc
nhiing thanh tyu ding ké gin diy trong nganh nghién ctiu Ly thuyét Nit va Pa
tap 3 chiéu.

1. Dinh nghia

Ciach don gian nhét d€ dinh nghia bat bién Alexander xoan la thong qua phép tinh
dao ham Fox.

Gia stt M 12 mot da tap tdpd ba chiéu, c6 hoic khong c6 bién.

Goi 7 12 nhém co ban ctia M. Gia st 7 ¢6 mot biéu dién hitu han

T=(X1,X2, ..., Xp | F1, 72,000, 1)

Cho p : m — GL(n, R) 1a mot biéu dién (dong cAu nhém), trong d6 R 1a mot vanh
¢6 don vi. Hon nita ta gia st R 1a mdt UFD (unique factorization domain). Trén mot
UFD thi thira sb chung 16n nhét gcd dugc dinh nghia.

Cho G la mot nhém ty do giao hoan. Khi d6 R[G] ciing 1a mét UFD. Gia st « :
7 — G 1a mot dong cAu.

V6i x € m dat ¢(x) = p(x)a(x); néi cach khac dat ¢ = p ® . Khi d6 ¢ la mot
dong ciu 7 — GL(n, R[G]). M rong tuyén tinh ¢ thanh mot dong ciu vanh Z[n] —
M(n, R[G)).

Phép tinh dao ham Fox 1a mdt anh xa: % : Z[n] = Z[n] c6 cac tinh chat:
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%(uv) = %(u) + u%(v).

Goi M 1a ma trdn g X p véi phan ti (i, j) 1a ¢(0r;/0x;) € M(n, R[G]). Xét cac ma
tran nhan dugc tit M bang cich bo di cot thit j va g — p + 1 dong khdi M, xem mdi ma
tran nhu vy nhu 13 mdt ma tran cip n(p — 1) x n(p — 1) véi phan ti trong R[G], va
goi Q; la ged cua cac dinh thiic cta cidc ma tran nay.

Gia st rang ¢(x ;) # 1. Ta dinh nghia bdt bién Alexander xodn 1a
_ 9
dete(1 — xj)

Day 1a mot phan tit trong truong thuong Q(R[G]).

AY(M) =

'Bai viét nay nham phuc vu bao cdo clia tic gia tai hoi nghi Dai s6-Hinh hoc-Topd tai Pai hoc Hué,
24-26 thang 9 nam 2009.
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M. Wada [Wad94]] da chitng minh ring A?(M) khong phu thudc vao cach chon j va
va cdch chon biéu dién ctia 7, va dudc x4c dinh sai khdc mot nhan tit kha nghich trong
R[G].

2. Giai thich théng qua dong diéu

BAt bién nay c6 thé dinh nghia thong qua nhém dong diéu nhu sau.

MBbi da tap topd 3 chiéu c6 mot cAu tric phic don hinh (simplicial complex) va do
do6 la mot phiic 6 (cell complex).

Goi M 1a phii phd dung (universal cover) clia M.

Mot ciu tric phiic 6 (hitu han) trén M cdm sinh mot cu tric phic 6 trén M, bing
cdch nang mdi 6 ciia M 1én M. Nhém co ban 7 ciia M tac dong (tri) 1én nhém phiic
o0C ,-(]\7 ,Z), khién cho n6 1a mdt moddun (trai) trén vanh Z[x].

Nhu phan truéc, ta c6 mot dong ciu ¢ : 71 — GL(n, R[G]). Pdng ciu nay cam sinh
mot cu tric Z[x]-mddun phai trén R[G]" nhu sau: v6iy € m va v € R[G]" dinh nghia
v-y = ¢(y)(v), rdi md rong tuyén tinh cong thiic nay.

Viy ta c6 thé 1ap tich tenxo R[G]" ®zir C ,-(1\7[ ,Z). Ta xem day nhu la mot modun
trén R[G]. Khi d6 nhém ddng didu H;(R[G]" ®zpx Ci(M, Z)) la mot R[G]-modun.

Bay gio ta gia thiét thém 1a R 1a mot UFD Noether. Khi d6 R[G] 1a mot UFD
Noether.

Vi Hi(R[G]" ®z[x C ,-(1\7[ , 7)) 1a m6t moédun hitu han sinh trén mot vanh Noether nén
n6 c6 mot biéu dién hitu han [Eis93 tr. 29]:

RIG]' = RIGT* = Hi(RIG]" ®zx Ci(M,Z)) — 0.

Goi A 1a ma trén [ X k dai dién cho phép ddng cdu R[G]' — R[G]¥ & trén. Xét idéan
sinh bdi céc dinh thic cla cdc ma tran con cip k X k clia A, idéan nay thuc ra khong
phu thudc vao biéu dién A, sinh bdi mot phan tii cia R[G], chinh 12 ged ciia céc dinh
thic do, goi 1a bac (order) ciia modun, ki hiéu 1a ord(H;(R[G]" ®zx C ,-(1\71 ,2))). Bac
nay xac dinh sai khac mot phan ti kha nghich cia R[G].

Ta dat A?(M ) = ord(H;(R[G]" ®z[x C (M, 2))).

Ta c6 két qua sau lién hé dinh nghia ctia Wada véi giai thich dong diéu (Kirk-
Livingston, 1999, [KL99]):

AT (M)
AS(M)

Da thiic Alexander c6 dién chinh la A‘f(M) v6i p 12 biéu dién tAm thudng 7 — 1 va

a:m— Hi(M)/TorsHi(M) =G .

A (M) =

3. Quan hé véi Reidemeister torsion

Reidemeister torsion 12 mot bt bién cd dién trong ly thuyét niit va Iy thuyét da tap,
dugc st dung bdi nhiéu nha toan hoc 16n nhu Milnor, Kirby, Witten trong nhiing thanh
tuu quan trong nhu phan loai da tap, mdi lién quan gitta topd va vat 1i todn.

Reidemeister torsion ting v6i mot biéu bién clia nhém cd ban vao GL(n, F) dugc
nghién ctiu tir du nhitng nim 1990.

Cho (C, ) 1a mdt day phuc hitu han cac khong gian vectd trén mot truong F:

am am—l (92 (71
0-Cp—Cpg — -+ —>C1 —Cyp— 0.
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Gia st C 1a khép va mbi C; ¢6 mot ¢6 sd ¢;.

Chon mdt ¢o s b; cho B; = Im 0,41 = ker 0;.

Tu day khép ngén 0> B —>C;—>»Bi_1 -0, bﬁng cach 14y nang bi_y ctab;_; 1én
C;, ta c¢6 c6 s6 b;b;_; cho C;.

Reidemeister torsion cia C dugc dinh nghia la

7(0) = | |bibi1 /e,
i=0

4 day [b, ] chi dinh thic clia ma tran chuyén co sé tlf cd s& ¢ sang co 6 b.

Néu day phiic C khong khép thi ta dinh nghia 7(C) = 0.

7(C) phu thudc vao ¢; nhung khong phu thudc vao su Iva chon b; va b;.

Bay gid xét mot da tap 3 chiéu M v6i mot ciu tric phiic 6 hitu han vé6i nhiing ki
hiéu nhu phan trudc.

Ta c6 mdt dong chu ¢ : Z[x] — GL(n, R[G]) — GL(1n, Q(R[G))).

Dung ¢ ta c6 thé bién Q(R[G])" thanh mot Z[r]-modun.

Xay dung day phic Q(R[G])" ®z[x) Cx (1\7 ) ctiia cac khong gian vécto trén Q(R[G]).

Reidemeister torsion cia M ng vé6i biéu dién ¢ dugc dinh nghia la

(M) = 7(Q(RIG])" ®ziz) C+(M)).

7°(M) dudc xdc dinh sai khac mot nhan ti thudc vé + det(¢(n)).
Reidemeister torsion khong phu thudc vao cAu triic phic 6 clia da tap.
Dinh li sau dua trén mot két qua ctia Turaev [TurO1} p. 20]:

DINH LY 3.1.
Al(M) A(M
T¢(M)= ¢ 1 ; _ ¢( )
AYMDALM)  AY(M)

4. Ung dung trong phan biét nut

Mot nit trong mit cau 3 chiéu S3 1a mot tip con ctia S dong phoi véi S ! Hai niit
dudgc goi 1a tuong duong néu ton tai mot dong phodi tir S> 1én chinh né mang niit nay
thanh nut kia.

Néu K 1a mot nit thi ta c6 thé xét phan bu ctia né, cu thé 1a S3 \ N(K) trong dé
N(K) 1a mét 1an can 6ng mé (open tubular neighborhood) clia K, mot da tap 3 chiéu
c6 bién. Mot dinh 1i ctia Gordon va Luecke (1989) néi ring hai nit 12 tuong duong
khi va chi khi phan bu ctia chiing dong phdi, néi cach khac, phan bu ctia niit x4c dinh
nit. Bt bién Alexander ctia S3 \ K dudc goi 1a bat bién Alexander ctia K.

Vi du 4.1. Néu K 1a nit khong thit, tic niit tuong duong véi S, thi nhém co ban
ctia phan bu clia K 1a cyclic vo han, do d6 A?(K) = 1.

4.1. Phan biét nat khong that. Bai toan phan biét nut 1a mot bai toan cd ban cda
ly thuyét nit. Dinh 1y sau dy ctia D. Silver va S. Williams [SWO06] néi ring bat bién
Alexander phan biét dudc niit khong that.

DINH LY 4.2. Gid si K la niit khéng thdt. Khi do ton tai mot dong cdu tic w vao
mot nhom hodn vi S ,, dong cdu nay sinh ra mét biéu dién p : 1 — GL(n,Z). Ldy
« : m — Z = (t), mang moi phdn ti sinh ciia  thanh t. Khi dé A*(K) # 1.
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Trong khi d6 dén lic nay ta vin chua biét da thiic Jones c6 phan biét dudc nit
khong thit hay khong.

4.2. Phan biét nit dot bién (mutant). Hai nit K; va K, dudgc goi 1a dot bién ctia
nhau (mutant) néu K; cé thé nhan dugc tif K, bang cach iy mot mit cau cat nit K
tai ding 4 diém roi xoay qua cau mot goc 180°.

Néu hai nit 1a dot bién ctia nhau thi bat bién Alexander c8 dién clia ching bang
nhau. N6i chung rat khé phan biét hai niit 12 dot bién ctia nhau.

M. Wada [Wad94]] da tinh bat bién Alexander xoin ctia hai nit dot bién ctia nhau 1a
nit Conway va nit Kinoshita—Terasaka, ting v6i cac biéu dién ctia nhém cd ban vao
SL(2,F7) va v6i @ : m — Z = (t) mang mdi phan tif sinh ctia 7 thanh ¢, va da nhin
dudc hai tap gia tri khac nhau, nhu vay phan biét dudc hai nut nay.

Trong khi do6 da thuc Jones khong phan biét dude hai nut nay.

HiNH 1. Nut Conway (11n34 trong ki hiéu Dowker) (bén trai) va nat
Kinoshita-Terasaka (11n42) (bén phii) 1a dot bién ctia nhau.

Cdu héi 4.3. Bit bién Alexander xoan cé phan biét dudc hai nit dot bién ciia nhau
bét ki hay khong?

4.3. Xac dinh mit phan thé. Mot niit dugc goi 1a phan thé (fibered) néu phan bu
clia né trong S3 1a mot khong phén thé trén dudng tron S véi mbi thd 1a mot mit
(surface bundle over S 1).

Mot két qua cd dién cho biét 1a da thic Alexander ctia mot miit phan thé 12 mot da
thiic mot bién c6 hé sb bic cao nhit 1a 1. Tuy nhién déy chi 12 mot diéu kién can chi
khong du.

Gia sif p 12 mot dong cAu tif 7 vio mdt nhém hitu han G. Dung tic dong nhan trai
cia G 1én Z[G] c6 thé xét ddng chu p : 1 — G — Auto(Z[G]) = GL(GI, Z[G]). Xét
@ : 1 — Z = (t). Friedl va Vidussi (2009) [FV09] da chiing minh mot diéu kién du:

DINH LY 4.4. Cho M la phdn bu ciia mét niit hodc la mot da tap khong co bién.
Néu véi moi a nhu trén, da thiic Alexander xodn AP®*(M) c6 hé sé bdc cao nhdt la 1
va deg AT (M) — deg AS®(M) — deg AS®*(M) = ||all|G], thi M phén thd trén duing

tron.

O day ||| chi chuén Thurston.
Két qua nay c6 ing dung sau vé su tdn tai ciu triic symplectic trén da tap 4 chiéu.
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4.4. Phan biét nit néi chung. Friedl va Vidussi (2007) chi ra rang hai nit
10240 va 10a103 c6 thé phan biét dudc bang cach tinh bét bién Alexander xoin tng
v6i biéu dién clia nhém co ban vao GL(4,F3) va a : 7 — Z = (t) mang mdi phan ti
sinh clia 7 thanh 7. Trong khi d6, da thic Alexander c6 dién, da thiic Jones, da thic
HOMFLYPT, dong diéu Khovanov va dong diéu Floer khong phan biét dudc hai niit

HINH 2. Nut 10a40 (bén trai) va nut 10a103 (bén phai).

Mot dinh 1i cia Waldhausen néi rang niit dugc xac dinh béi nhém cd ban cling véi
16p dong luan clia dudng kinh tuyén va 16p dong luan ctia dudng vi tuyén ctia niit, goi
12 mot hé ngoai vi (peripheral system). Hon nita céc két qua vao cudi nhiing nim 1980
khéang dinh 12 hai nit nguyén td (prime, nghia I nit d6 khong phai 12 tong lién thong
ctia hai nuit ¢4 that) la tuong duong khi va chi khi nhém co ban ciia hai nit d6 1a dang
chu p. 115]. Nhu vay c6 cd sé dé dit cau hoi:

Cdu héi 4.5. Bit bién Alexander xoin c6 phan biét dugc tit ci cac niit hay khong?

Déi véi cac niit khong nguyén t6 nhém co ban khong di dé phan biét, do d6 can cai
tién bét bién Alexander, can c6 thém thong tin tif hé ngoai vi. Mot huéng tiép can, bdi
J. Dubois, tic gia, va Y. Yamaguchi [DHYOQ9], 1a xét Reidemeister torsion xdc dinh
ddu. DAu nay lay thong tin tif hé ngoai vi.
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