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B i thi cuèi khâa v  líi gi£i tâm t­t
Thíi gian: 180 phót. Cho ph²p sû döng t i li»u. Ch¿ ba b i �¦u ti¶n trong b i

l m cõa håc vi¶n s³ �÷ñc ch§m �iºm. Håc vi¶n câ thº sû döng c¡c k¸t qu£ trong
c¡c b i gi£ng v  b i tªp trong khâa håc.

Vîi 1 ≤ p < ∞, �°t `p = {{xn} : xn ∈ F,
∑∞

n=1|xn|p < ∞} vîi chu©n

‖{xn}‖ = (
∑∞

n=1|xn|p)1/p. �°t `∞ = {{xn} : xn ∈ F, supn≥1|xn| < ∞} vîi

chu©n ‖{xn}‖ = supn≥1|xn|.

1. a). Cho X l  mët khæng gian v²ctì tæpæ v  A ⊂ X . Chùng minh r¬ng

n¸u A + A ⊂ 2A th¼ tªp A l  lçi.

b). Chùng tä r¬ng tr¶n X tçn t¤i mët phi¸m h m tuy¸n t½nh li¶n töc khæng

t¦m th÷íng khi v  ch¿ khi X chùa mët tªp mð lçi khæng t¦m th÷íng.
Líi gi£i: a). Ta câ ∀x, y ∈ A, x/2 + y/2 ∈ A. Suy ra ∀x, y ∈ A, x/2 + y/2 ∈ A.

Dòng b i 6 cõa B i tªp 1.

b). N¸u f l  mët phi¸m h m tuy¸n t½nh li¶n töc tr¶n X kh¡c 0 th¼ |f | l  mët nûa

chu©n li¶n töc kh¡c 0, do �â tªp {x ∈ X : |f(x)| < 1} l  mët tªp lçi mð kh¡c ∅ v 

X .

N¸u tr¶n X câ mët tªp lçi mð A 6= ∅, X th¼ câ b ∈ X \ A. Theo �ành l½ Hahn-

Banach tçn t¤i mët phi¸m h m tuy¸n t½nh li¶n töc tr¶n X , t¡ch {b} v  A, n¶n kh¡c

0.

2. a). �°t c0 = {{xn} : xn ∈ F, limn→∞ xn = 0} vîi chu©n ‖{xn}‖ =
supn≥1|xn|. Chùng minh r¬ng qu£ c¦u �ìn và �âng trong c0 khæng câ �iºm

mót. b). Chùng minh r¬ng tªp hñp c¡c �iºm mót cõa qu£ c¦u �ìn và �âng

trong `∞ l  {{xn} : ∀n, |xn| = 1}.
Líi gi£i: a). �iºm mót n¸u câ ph£i n¬m tr¶n m°t c¦u �ìn và. Gi£ sû x = (x1, x2, . . . ) ∈

c0 v  ‖x‖ = 1. V¼ limn→∞ xn = 0 n¶n tçn t¤i n0 sao cho |xn0 | < 1. Tçn t¤i ε > 0
sao cho |xn0 ± ε| < |xn0 |+ ε < 1. �°t y l  d¢y nhªn �÷ñc tø x b¬ng c¡ch thay xn0 bði

xn0 − ε, v  �°t z l  d¢y nhªn �÷ñc tø x b¬ng c¡ch thay xn0 bði xn0 + ε. Khi �â y, z

n¬m trong qu£ c¦u �ìn và v  (y + z)/2 = x, vªy x khæng ph£i l  mët �iºm mót.

b). Gi£ sû x ∈ `∞ v  ∀n, |xn| = 1. Gi£ sû câ α ∈ [0, 1] v  y, z trong qu£ c¦u �ìn và

sao cho x = αy + (1− α)z. Khi �â vîi måi n th¼ xn = αyn + (1− α)zn. M  |xn| = 1,
|yn| ≤ 1, |zn| ≤ 1, n¶n yn = zn = xn. Vªy x l  mët �iºm mót.

Gi£ sû ‖x‖ ≤ 1 v  ∃n0 sao cho |xn0 | < 1. Tçn t¤i ε > 0 sao cho |xn0 ± ε| <

|xn0 | + ε < 1. �°t y l  d¢y nhªn �÷ñc tø x b¬ng c¡ch thay xn0 bði xn0 − ε, v  �°t z
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l  d¢y nhªn �÷ñc tø x b¬ng c¡ch thay xn0 bði xn0 + ε. Khi �â y, z n¬m trong qu£ c¦u

�ìn và v  (y + z)/2 = x, vªy x khæng ph£i l  mët �iºm mót.

3. Chùng minh r¬ng méi phi¸m h m tuy¸n t½nh li¶n töc tr¶n mët tªp comp­c

lçi cõa mët khæng gian lçi �àa ph÷ìng thüc nhªn �÷ñc cüc �¤i t¤i mët �iºm

mót cõa tªp �â.

Líi gi£i: Mët ¡nh x¤ li¶n töc tr¶n mët tªp comp­c câ gi¡ trà lîn nh§t tr¶n �â. Tªp

hñp c¡c �iºm t¤i �â phi¸m h m tuy¸n t½nh �¤t gi¡ trà lîn nh§t l  mët tªp mót. Tªp

n y l¤i chùa mët �iºm mót, theo �ành l½ Krein-Milman.

4. X²t T : `2 → `2 cho bði

T ((x1, x2, . . . , xn, . . . )) = (x1,
1
2
x2,

1
22

x3, . . . ,
1

2n−1
xn, . . . ).

a). Chùng minh r¬ng T ∈ B(`2).
b). X²t Tn : `2 → `2 cho bði

Tn((x1, x2, . . . , xn, . . . )) = (x1,
1
2
x2,

1
22

x3, . . . ,
1

2n−1
xn, 0, 0, . . . ).

Chùng minh r¬ng Tn
n→∞−→ T trong B(`2). Tø �â suy ra T l  to¡n tû comp­c.

Líi gi£i: a). ∀x ∈ `2, ‖T (x)‖2 =
∑

n|
1

2n−1 xn|2 ≤
∑

n|xn|2 = ‖x‖2, vªy T bà ch°n.

b). Gi£ sû x ∈ `2 sao cho ‖x‖ = (
∑

n|xn|)1/2 ≤ 1 v  do �â |xn| ≤ 1, ∀n. Khi �â
‖(T −Tn)(x)‖2 =

∑∞
i=n+1|

1
2i−1 xi|2 ≤

∑∞
i=n+1

1
2i . Suy ra ‖T −Tn‖ ≤

∑∞
i=n+1

1
2i

n→∞−→
0.

Méi Tn l  mët to¡n tû tuy¸n t½nh v o mët khæng gian húu h¤n chi·u n¶n l  to¡n

tû comp­c (b i 4 cõa B i tªp 5). Giîi h¤n cõa mët d¢y c¡c to¡n tû comp­c l  comp­c

(lþ thuy¸t: B0(X ) l  �âng trong B(X )), vªy T l  comp­c.

5. X²t d¢y en = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) trong �â sè 1 n¬m ð và tr½ thù n trong

d¢y. L÷u þ l  en ∈ `p, 1 ≤ p < ∞; v  (`p)∗ = `q trong �â q l  sè sao cho

1/p + 1/q = 1.
a). Chùng minh r¬ng d¢y {en} khæng hëi tö v· 0 trong `p.

b). Chùng minh r¬ng d¢y {en} hëi tö y¸u v· 0 trong `p n¸u 1 < p < ∞.

c). Chùng minh r¬ng d¢y {en} khæng hëi tö y¸u v· 0 trong `p n¸u p = 1.
Líi gi£i: a). ‖en − 0‖ = ‖en‖ = 1,∀n.
b). {en} hëi tö y¸u v· 0 trong `p khi v  ch¿ khi 〈x, en〉 → 0, ∀x ∈ (`p)∗ = `q. Chó

þ l  n¸u x ∈ `q v  y ∈ `p th¼ 〈x, y〉 :=
∑

n xnyn. Do �â 〈x, en〉 = xn → 0, bði v¼ n¸u
1 < p < ∞ th¼ 1 < q < ∞ v 

∑
n|xn|q < ∞.

c). N¸u p = 1 th¼ q = ∞ n¶n khæng câ �÷ñc xn → 0 vîi måi x ∈ `∞.


