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                           LÔØI NOÙI ÑAÀU 
     
    Moân hoïc Ñaïi soá ñoàng ñieàu  thuoäc chöông trình ñaøo taïo cöû 
nhaân vaø thaïc syõ chuyeân ngaønh Toaùn – Tin hoïc. Ñeå phuïc vuï vieäc  
giaûng daïy , hoïc taäp moân hoïc naøy chuùng toâi ñaõ bieân soaïn  cuoán 
Ñaïi soá ñoàng ñieàu vaø ñöôïc xuaát baûn bôûi  Nhaø xuaát baûn Ñaïi hoïc 
Quoác gia Thaønh phoá Hoà Chí Minh.Trong giaùo trình ñoù chuùng toâi 
ñaõ choïn loïc moät soá löôïng khaù nhieàu baøi taäp, ñaëc bieät coù nhöõng 
baøi taäp nhaèm boå sung nhöõng kieán thöùc  lyù thuyeát caàøn thieát. Do 
khuoân khoå cuaû cuoán saùch neân taát caû caùc baøi taäp ñoù ñeàu chöa coù 
lôøi giaûi hoaëc höôùng daãn. Vì vaäy  chuùng toâi tieáp tuïc bieân soaïn 
cuoán caùch naøy  nhaèm boå sung cho giaùo trình ñaõ coù ñeå giuùp baïn 
ñoïc ñöôïc deã daøng hôn trong vieäc  tham khaûo moân hoïc naøy. 
 
  Saùch Baøi taäp Ñaïi soá ñoàng ñieàu goàm boán chöông töông öùng vôùi 
boán chöông trong giaùo trình Ñaïi soá ñoàng ñieàu. Ngoaøi caùc baøi taäp 
ñaõ ñöôïc cho ôû cuoái moãi chöông trong cuoán saùch naøy chuùng toâi coù 
ñöa theâm vaøo moät soá baøi taäp môùi. Cuoái cuoán saùch laø phaàn giaûi vaø 
höôùng daãn caùc baøi taäp trong saùch. Caùc baøi taäp ñöôïc tuyeån choïn 
coâng phu seõ giuùp baïn ñoïc naém lyù thuyeát toát hôn, bieát vaän duïng 
caùc kieán thöùc trong giaùo trình vaøo caùc tình huoáng khaùc nhau 
trong vieäc giaûi caùc baøi taäp vaø coù taàm nhìn saâu hôn veà caùi ñeïp cuûa 
moân Ñaïi soá ñoàng ñieàu. Ngoaøi ra, caùc sinh vieân ngaønh toaùn ñaïi soá 
cuõng coù theå tham khaûo cuoán saùch naøy ñeå hieåu roõ hôn veà lyù 
thuyeát moâ ñun trong ñaïi soá. 
 

  Maëc duø caùc taùc giaû ñaõ coù nhieàu coá gaéng nhöng chaéc cuoán saùch 
khoù traùnh khoûi nhöõng thieáu soùt. Chuùng toâi raát mong nhaän ñöôïc 
nhöõng yù kieán ñoùng goùp cuûa caùc ñoàng nghieäp cuõng nhö caùc baïn 
ñoïc.  
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  Chuùng toâi raát caùm ôn Nhaø xuaát baûn Ñaïi Hoïc Quoác Gia Thaønh 
Phoá Hoà Chí Minh ñaõ taïo ñieàu kieän thuaän lôïi ñeå cuoán saùch ñöôïc 
xuaát baûn. 
  

Thaønh Phoá Hoà Chí Minh ngaøy 31/5/2003. 
                                                  CAÙC TAÙC GIAÛ 
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      CAÙC KYÙ HIEÄU TRONG SAÙCH 

 
N              : Taäp hôïp  caùc soá töï nhieân 

 Z             : Taäp hôïp caùc soá nguyeân 

Q�           : Taäp hôïp caùc soá höõu tæ 

R           : Taäp hôïp caùc soá  thực ��  

X/A        : Moâ ñun thöông X treân A  
�Z k             :   �Z / k � Z
X ≅ Y       : X ñaúng caáu vôùi Y 
X ⊗ Y      : Tích ten xô cuûa X vaø Y 
X ⊕ Y      : Toång tröïc tieáp cuûa X vaø Y 
X × Y       : Tích Descartes cuûa X vaø Y 
∑
∈Ii

Xi        : Toång tröïc tieáp cuûa hoï {X}i∈I 

∏
∈I  i

Xi        : Tích tröïc tieáp cuûa hoï {X}i∈I 

A + B        : { a + b : a ∈ A, b ∈ B}  
A <  X        : A laø moâ ñun con cuûa X. 
Hom(A, B) : Taäp caùc ñoàng caáu töø A vaøo B 
< S >           : Moâ ñun con sinh bôûi taäp S 
Ker f           : Nhaân cuûa ñoàng caáu f 
Imf              : AÛnh cuûa ñoàng caáu f 
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PHAÀN I 
 

TOÙM TAÉT LYÙ THUYEÁT VAØ CAÙC ÑEÀ TOAÙN 
 

CHÖÔNG I 
 

PHAÏM TRUØ MOÂ ÑUN 
 

A. TOÙM TAÉT LYÙ THUYEÁT 
 

1. MOÂ ÑUN  
 

  1.1 Khaùi nieäm chung 
 

   ♦ Cho R laø vaønh coù ñôn vò, nhoùm coäng (X, +) ñöôïc goïi laø moâ 
ñun traùi treân vaønh R neáu coù aùnh xaï μ : R × X → X maø caùi hôïp 
thaønh μ(r, x) kyù hieäu laø rx thoaû maõn caùc tieân ñeà sau : 
 

    M1 :  1.x  =  x   ∀x ∈ X 
 

    M2 : (rs)x  =  r(s x)    ∀r,s ∈ R, ∀x ∈ X 
 

    M3 :  r(x + y)  =  rx + ry    ∀r ∈ R, ∀x,y ∈ X 
 

    M4 :  (r + s)x  = rx + sx    ∀r,s ∈ R, ∀ x∈ X 
    
   ♦  Cho A, B laø caùc taäp con khaùc roãng cuûa moâ ñun X, φ ≠ K ⊆ 
R. Ta ñònh nghóa  
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       A + B  =  {a + b : a∈ A, b∈ B} 
 

       K.A  =  {ra : ∈r∈ K, a∈ A} 
 

•   Taäp con A khaùc roãng cuûa moâ ñun X ñöôïc goïi laø moâ ñun con 
cuûa moâ ñun X neáu A + A ⊆ A vaø RA ⊆ A. 
 

   •    Cho M laø taäp con cuûa R - moâ ñun X. Giao taát caû caùc moâ ñun 
con  cuûa X chöùa M ñöôïc goïi laø moâ ñun con cuûa X sinh bôûi taäp M. 
Noùi caùch khaùc moâ ñun con cuûa moâ ñun X sinh bôûi taäp M chính laø 
taäp hôïp taát caû R - toå hôïp tuyeán tính cuûa M. 
 

   •   Cho X laø R - moâ ñun vaø A laø moâ ñun con cuûa X. Nhoùm 
thöông X/A trôû thaønh R - moâ ñun vôùi pheùp nhaân ngoaøi 
 

r(x + A)  =  rx + A    ∀r∈ R, ∀(x + A)∈ X/A 
 

Ta goïi X/A laø moâ ñun thöông cuûa moâ ñun X theo moâ ñun A. 
 

 1.2 Caùc tính chaát 
 

   • ∀r,s ∈ R, ∀x,y ∈ X 
 

       i)  0.r  =  0  vaø r.0  =  0 
 

       ii)  (-r) x  =  -rx  =  r(-x) 
 

        iii)  (r - s)x  =  rx  -  sx  
 

        iv)  r(x - y)  =  rx  -  ry 
 

    •  Neáu A, B laø hai moâ ñun con cuûa moâ ñun X thì A + B laø moâ 
ñun con cuûa X. 
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2. ÑOÀNG CAÁU 
 

  2.1. Khaùi nieäm chung 
 

   • AÙnh xaï f töø R - moâ ñun X vaøo R - moâ ñun Y goïi laø R-ñoàng 
caáu neáu  ∀x,y ∈ X, ∀r∈ R,  f(x + y) = f(x) + f(y) vaø f(rx) = rf(x). 
 

   • Ñoàng caáu f : X → Y ñöôïc goïi laø ñôn caáu (töông öùng toaøn caáu, 
ñaúng caáu) neáu f laø ñôn aùnh (töông öùng toaøn aùnh , song aùnh). 
 

  2.2. Caùc tính chaát 
 

   •  Cho A� X, B� Y vaø ñoàng caáu f : X → Y. Khi ñoù, f(A) laø 
moâ ñun con cuûa Y vaø f-1(B) laø moâ ñun con cuûa X. Ta kyù hieäu 
Kerf := f-1(0) vaø Imf :=  f(X). 
 

   •  Tích cuûa hai ñoàng caáu (ñôn caáu, toaøn caáu, ñaúng caáu ) laø ñoàng 
caáu (ñôn caáu, toaøn caáu, ñaúng caáu ). Hôn nöõa, f laø R - ñôn caáu neáu 
vaø chæ neáu Kerf = 0 vaø f laø ñaúng caáu neáu vaø chæ neáu f-1 laø ñaúng 
caáu. 
 

   ∗ Ñònh lyù Noether : Cho toaøn caáu f : X → Y, khi ñoù toàn taïi duy 
nhaát ñaúng caáu f' : X/Kerf → Y sao cho f = f' p, vôùi aùnh xaï töï 
nhieân p : X → X/kerf.  
 

  2.3. Phaïm truø moâ ñun 
 

    Moät phaïm truø P bao goàm moät lôùp caùc vaät : A, B, C, D . . . coù 
caùc tính chaát sau :  
 

   •Vôùi moïi caëp vaät coù thöù töï (A, B) xaùc ñònh ñöôïc taäp Mor(A, B) 
caùc caáu xaï coù nguoàn laø A vaø ñích laø B, maø neáu (A, B) ≠ (C, D) 
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thì Mor(A, B)  Mor(C, D) = ∅. Hôn nöõa vôùi baát kyø boä ba coù 
thöù töï (A, B, C), neáu caëp caáu xaï (α, β) ∈ Mor(A, B) × Mor(B, C) 
thì tích βα ∈ Mor(A, C). 

I

 

   • PT1: Vôùi moãi vaät A∈ P, toàn taïi caáu xaï ñoàng nhaát 1A∈ Mor(A, 
A), thoaû 1A.α = α vaø β.1A = β, neáu caùc tích 1Aα, β.1A xaùc ñònh. 
 

   • PT2: Luaät laáy tích caùc caáu xaïcoù tính chaát keát hôïp, töùc neáu coù 
tích α(βγ) thì cuõng coù tích (αβ)γ vaø α(βγ) = (αβ)γ. 
     Lôùp caùc R-ñoàng caáu laäp thaønh moät phaïm truø moâ ñun. 
 

3. TOÅNG TRÖÏC TIEÁP VAØ TÍCH TRÖÏC TIEÁP 
 

   3.1 .Caùc khaùi nieäm chung 
 

     •  Giaû söû {Xi}i∈I laø hoï caùc R - moâ ñun, trong tích Descartes 
X∏

∈I  i
i ta ñònh nghóa caùc pheùp toaùn : (xi)i∈I + (yi)i∈I = (xi + yi)i∈I vaø 

r(xi)i∈I  =  (rxi)i∈I. Khi ño,ù ∏
∈I  i

Xi vôùi hai pheùp toaùn treân trôû thaønh 

R - moâ ñun vaø goïi laø tích tröïc tieáp cuûa hoï moâ ñun {Xi}i∈I. 

 

   •  Moâ ñun  con X∑
∈Ii

i = {(xi)i∈I ∈ ∏
∈I  i

Xi  : höõu haïn  xi ≠  0} goïi laø 

toång tröïc tieáp cuûa hoï moâ ñun {Xi}i∈I. 
 

   • Giaû söû {Xi}i∈I  laø hoï caùc moâ ñun con cuûa moâ ñun X. Neáu 
X∑

∈Ii
i = X vaø X∑

≠ji
j XI i = 0 vôùi moïi i∈I, ta goïi X laø toång tröïc 

tieáp trong cuûa hoï {Xi}i∈I.  
   
  3.2 .Caùc tính chaát toång tröïc tieáp vaø tích tröïc tieáp 
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   • Neáu löïc löôïng chæ soá I höõu haïn thì toång tröïc tieáp truøng vôùi 
tích tröïc tieáp. 
 

   •  Neáu toàn taïi caùc ñoàng caáu f : X → Y, g : Y→  K sao cho gf laø 
ñaúng caáu. Khi ñoù Y ≅ Imf ⊕ Kerg. 
 

   •  Moâ ñun X laø toång tröïc tieáp trong cuûa hai moâ ñun con A vaø B 
khi vaø chæ khi vôùi moãi x∈ X coù vaø chæ coù  moät caùch bieåu dieãn x = 
a + b vôùi a∈ A, b∈ B. 
 

   ∗ Ñònh lyù cuûa toång tröïc tieáp qua nhuùng vaø chieáu : Cho caùc 
moâ ñun A, B, C.Neáu toàn taïi caùc ñoàng caáu j1 : A → C, j2 : B → C,  
p1: C → A vaø p2 : C → A  thoaû  
 

     1)  p1j1 = 1A,  p2j2 =  1B.  
 

     2)p1j2 = 0. p2j1 = 0.  
 

     3)ø j1p1 + j2p2 = 1C.  
 

thì C  ≅  A ⊕ B. 
 

   ∗ Ñònh lyù tính phoå duïng cuûa tích tröïc tieáp : Cho hoïïcaùc moâ 
ñun {Xi}i∈I, khi ñoù moãi hoï ñoàng caáu {fi : X → Xi} toàn taïi duy 
nhaát moät ñoàng caáu f : X → ∏Xi sao cho fi = pif vôùi moïi i∈ I.Hôn 
nöõa, neáu coù hoï ñoàng caáu {fi : Xi → Yi} thì toàn taïi duy nhaát ñoàng 
caáu tích tröïc tieáp ∏fi : ∏Xi → ∏Yi sao cho vôùi moïi (xi)i∈I∈ ∏Xi 
ta coù ∏fi[(xi)i∈I] = (fi[xi])i∈I. 
 

   ∗ Ñònh lyù tính phoå duïng cuûa toång tröïc tieáp : Cho hoï caùc moâ 
ñun {Xi}i∈I. Khi ñoù vôùi baát kyø moâ ñun X, neáu coù hoï caùc ñoàng caáu 
{fi : Xi → X} thì toàn taïi duy nhaát moät ñoàng caáu f : ⊕Xi → X sao 
cho fi = fji  vôùi moïi i∈ I. Hôn nöõa, neáu coù hoï ñoàng caáu  
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{fi : Xi → Yi} thì toàn taïi duy nhaát ñoàng caáu toång tröïc tieáp 
 ⊕ f : ⊕ Xi → ⊕ Yi sao cho ∀x := ∑ji

X(xi) ∈ ⊕ Xi , f(x) = (fi[xi]). 
 
  3.3 .Vaät phoå duïng trong phaïm truø 
 

    Cho tröôùc phaïm truø P. Vaät A∈ P  ñöôïc goïi laøvaät ñaàu (vaät cuoái) 
neáu vôùi baát kyø vaät X ∈ P  taäp Mor(A, X) (t.ö  Mor(B, X)) coù 
ñuùng moät phaàn töû. Khi ñoùvaät A ñöôïc goïi laø vaät phoå duïng cuûa 
phaïm truø. Neáu trong phaïm truø P  coù caùc vaät ñaàu (vaät cuoái) thì caùc 
vaät ñaàu (vaät cuoái) laø töông ñöông nghóa laø toàn taïi ñaúng xaï giöõa 
chuùng vôùi nhau.   
 

4. DAÕY KHÔÙP 
    

  4.1. Caùc khaùi nieäm chung 
 

   Daõy caùc ñoàng caáu (voâ haïn hay höõu haïn) 
                                      ∂n-1      ∂n       ∂n+1

                                . . . ←Xn-1 ← Xn ← Xn+1 ← Xn+2 ← . . .    (1) 
goïi laø khôùp taïi moâ ñun Xn neáu Im∂n-1 = Ker∂n vaø cheû taïi moâ ñun 
Xn neáu Im∂n+1 laø haïng töû tröïc tieáp cuûa moâ ñun Xn. Daõy (1) goïi laø 
khôùp (cheû), neáu noù khôùp (cheû) taïi moïi moâ ñun trung gian. 
 

  4.2. Caùc tính chaát chung  
 

   ∗ Ñònh lyù veà daõy khôùp ngaén : Ñoái vôùi daõy khôùp ngaén 
             f       g 
0 → A → B → C → 0. Caùc phaùt bieåu sau laø töông ñöông: 
 

      i) Daõy cheû ra. 
 

      ii) Ñoàng caáu f coù nghòch ñaûo traùi. 
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      iii) Ñoàng caáu g coù nghòch ñaûo phaûi. 
 

   ∗ Boå ñeà boán ñoàng caáu : Cho bieàu ñoà giao hoaùn 
 

                          f           g          h 
                    A          B          C         D 
                  τ          α           β           γ 
                          f'           g'          h' 
                    A'         B'         C'          D' 
 
Trong ñoù hai doøng laø khôùp, τ laø toaøn caáu vaø γ laø ñôn caáu. Khi ñoù  
   
        i) Kerβ = g(Kerα) 
 

         ii) Imα = g’-1(Imβ)  . 
  
   ∗ Boå ñeà naêm ñoàng caáu : Cho bieåu ñoà giao hoaùn 
 

A ⎯→ B ⎯→ C ⎯→ D ⎯→ E 
                      α1 ↓      α2 ↓     α3 ↓      α4 ↓     α5 ↓ 
                           A'⎯→ B'⎯→  C'⎯→ D'⎯→ E'  
 

Trong ñoù hai doøng laø khôùp, α1 toaøn caáu vaø α5 ñôn caáu. Khi ñoù, 
neáu α2 vaø α4 ñôn caáu (toaøn caáu, ñaúng caáu) thì α3 ñôn caáu (toaøn 
caáu, ñaúng caáu) 
 

   ∗ Boå ñeà naêm ngaén : Cho bieåu ñoà giao hoaùn 
 

0 ⎯→ A ⎯→ B ⎯→ C ⎯→ 0 
                                     α↓         β↓        γ↓ 
                            0 ⎯→ A' ⎯→ B'⎯→ C'⎯→ 0 
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Trong ñoù caùc doøng laø khôùp. Khi ño,ù neáu α, γ laø ñôn caáu (toaøn 
caáu, ñaúng caáu) thì β cuõng laø ñôn caáu (toaøn caáu, ñaúng caáu). 
 

5. MOÂ ÑUN TÖÏ DO 
 

  5.1. Khaùi nieäm chung. 
 

     • Cho moâ ñun X, taäp con S ⊆ X ñöôïc goïi laø heä sinh cuûa X neáu  
< S > = X.  
 
   • Taäp con S ⊆ X   ñöôïc goïi laø ñoäc laäp tuyeán tính neáu töø moãi 

ñaúng thöùc  r∑
=

n

i 1
isi = 0, ta coù r1= r2 = . . . = rn = 0 ôû ñaây ri∈R, si∈ S.  

   • Heä sinh S  cuûa moâ ñun X ñoàng thôøi ñoäc laäp tuyeán tính goïi laø 
cô sôû cuûa moâ ñun X. Moâ ñun X coù cô sôû ñöôïc goïi laø moâ ñun töï 
do. 
 

  4.2. Caùc tính chaát  
 

   •  Taäp S = {si}i∈I ⊆ X caùc phaàn töû cuûa moâ ñun X laø cô sôû cuûa X 
neáu vaø chæ moãi phaàn töû x∈ X chæ coù moät caùch bieãu thò tuyeán tính 
qua S. 
 

   • Neáu f : X → Y laø ñaúng caáu moâ ñun vaø X laø moâ ñun töï do thì 
Y laø moâ ñun töï do. Hôn nöõa, neáu S laø cô sôû cuûa X thì f(S) laø cô 
sôû cuûa Y. 
 

   • Moâ ñun X laø töï do neáu vaø chæ neáu X ñaúng caáu moâ ñun vôùi 
toång tröïc tieáp cuûa hoï caùc baûn sao cuûa vaønh heä töû. 
 

   • Toång tröïc tieáp cuûa moät hoï moâ ñun töï do laø moâ ñun töï do. 
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   • Moïi moâ ñun ñeàu ñaúng caáu vôùi moâ ñun thöông cuûa moät moâ 
ñun töï do naøo ñoù. 
 

   ∗ Ñònh lyù tính phoå duïng cuûa moâ ñun töï do : Taäp ∅ ≠ S ⊆ X 
laø cô sôû cuûa moâ ñun X neáu vaø chæ neáu vôùi baát kyø moâ ñun Y, moãi 
aùnh xaï f : S → Y toàn taïi duy nhaát ñoàng caáu f : X → Y sao cho f  
thu heïp treân S truøng vôùi f. 
 

   ∗ Ñònh lyù moâ ñun töï do treân vaønh chính : Moâ ñun con cuûa moâ 
ñun töï do treân vaønh chính laø moâ ñun töï do. 
   

B. BAØI TAÄP   
 

1.1. Cho R laø vaønh coù ñôn vò 1, X laø nhoùm coäng giao hoaùn vaø 
Hom�(X, X) laø vaønh caùc töï ñoàng caáu cuûa nhoùm X. Chöùng minh 
raèng X laø R - moâ ñun traùi khi vaø chæ khi toàn taïi moät ñoàng caáu 
vaønh ϕ : R → Hom�(X, X) sao cho ϕ(1) = 1X , vôùi 1X laø ñoàng caáu 
ñoàng nhaát cuûa nhoùm X. 
 

1.2. Chöùng minh raèng trong taùm tieân ñeà ñònh nghóa R -moâ ñun 
traùi, goàm boán tieân ñeà veà nhoùm coäng giao hoaùn vaø boán tieân ñeà M1 
– M4, ta coù theå boû ñi tieân ñeà giao hoaùn cuûa pheùp coäng. Noùi caùch 
khaùc, tieân ñeà ñoù ñöôïc suy ra bôûi baûy tieân ñeà coøn laïi.  
 

1.3. Cho X laø R-moâ ñun vaø K laø iñeal hai phíacuûa R. Chöùng minh 
raèng vôùi x ∈ X  thì  K.x = {rx : r ∈ K} laø moâ ñun con cuûa X. 
 

1.4. Cho R laø mieàn nguyeân vaø X laø R-moâ ñun, phaàn töû x ∈ X 
ñöôïc goïi laø phaàn töû xoaén neáu toàn taïi λ ∈ X, λ ≠ 0 maø λx = 0. Ñaët 
τ(X)  laø taäp taát caû caùc phaàn töû xoaén cuûa X. 
 

 13



Chöùng minh raèng : 
 

a) τ(X) laø moâ ñun con cuûa X. 
 

b) Neáu τ(X)  =  X, ta noùi X laø moâ ñun xoaén. Chöùng minh          
raèng moïi moâ ñun con cuûa moâ ñun xoaén laø moâ ñun xoaén. 

 

c) Neáu τ(X)  = 0 thì ta noùi X laø moâ ñun khoâng xoaén. Chöùng 
minh raèng moïi moâ ñun con cuûa moâ ñun khoâng xoaén  laø moâ 
ñun khoâng xoaén. 

 

d) Moâ ñun thöông X/τ(X) coù laø moâ ñun khoâng xoaén hay 
khoâng? 

 

e) Z -moâ ñun Q/Z coù laø moâ ñun xoaén hay khoâng ? 
 

1.5. Cho R laø mieàn nguyeân vaø X laø R- moâ ñun. Phaàn töû x ∈ X 
ñöôïc goïi laø chia ñöôïc neáu moïi λ ∈ R, λ ≠ 0, toàn taïi phaàn töû y ∈ X 
sao cho x = λy. Ñaët δ(X) laø taäp taát caû caùc phaàn töû chia ñöôïc cuûa 
X. Neáu δ(X) = X thì X ñöôïc goïi laø moâ ñun chia ñöôïc. Chöùng minh 
raèng 
 

a) δ(X) laø moâ ñun con cuûa X. 
 

b) Moâ con thöông cuûa moät moâ ñun chia ñöôïc laø moâ ñun chia      
ñöôïc. 

 

c) �Z-moâ ñun Q vaø Z-moâ ñun Q/Z ñeàu laø caùc moâ ñun chia 

ñöôïc. 
 

1.6. Chöùng minh raèng moãi ñoàng caáu f : X → Y laø duy nhaát xaùc 
ñònh bôûi giaù trò cuûa f treân heä sinh S naøo ñoù cuûa X. 
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   Tuy nhieân khoâng phaûi moãi aùnh xaï g : S → Y naøo cuõng coù theå 
môû roäng thaønh ñoàng caáu töø X vaøo Y. Haõy tìm ñieàu kieän cho g ñeå 
g coù theå môû roäng thaønh ñoàng caáu treân X. 
 

1.7. Cho f, g : X → Y laø caùc ñoàng caáu töø cuøng moâ ñun X vaøo moâ 
ñun Y. Goïi A ⊆ X laø taäp caùc x ∈ X maø f(x) = g(x). Chöùng minh 
raèng A laø moâ ñun con cuûa X. 
 

1.8. Moâ ñun X goïi laø moâ ñun ñôn neáu X chæ coù hai moâ ñun con 
duy nhaát laø 0 vaø chính X. Giaû söû X laø moâ ñun ñôn vaø f : X → Y laø 
ñoàng caáu moâ ñun. Chöùng minh raèng : 
 

a) Imf laø moâ ñun con ñôn cuûa Y. 
 

b) Neáu Imf ≠ 0 thì f laø ñôn caáu. 
 

1.9. Cho A, B laø caùc R-moâ ñun con cuûa moâ ñun X. Chöùng minh 
raèng  
 

                                         A + B      ≅     B  
                                                    A              A ∩ B 
 
1.10.  Cho moâ ñun X vaø caùc moâ ñun con M, N maø N ⊆ M. Chöùng 
minh raèng  
 
                          (X/ N)               ≅     X 
                                     (M/ N)               M 
 

1.11.  Cho h : X → X laø töï ñoàng caáu cuûa moâ ñun X thoaû hh = h. 
Haõy chöùng minh 
 

X = Imh ⊕ Kerh 
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1.12.  Chöùng minh raèng trong ba ñaëc tröng (1), (2), (3) cuûa toång 
tröïc tieáp hai moâ ñun (ñöôïc noùi trong ñònh lyù toång tröïc tieáp qua 
nhuùng vaø chieáu), ta coù theå boû ñi ñaúng thöùc (2). Noùi caùch khaùc, neáu 
ba moâ ñun A, B, C noùi trong ñònh lyù toång tröïc tieáp qua nhuùng vaø 
chieáu chæ caàn thoaû haiñaúng thöùc (1), (3) thì  
 

C  ≅ A  ⊕  B. 
 

1.13. Cho X laø toång tröïc tieáp cuûa hoï caùc moâ ñun {Xi}i∈I. Chöùng 
minh raèng  
 

a) τ(X) = τ(X∑
∈Ii

i). Töø ñoù suy ra 

b) Toång tröïc tieáp caùc moâ ñun xoaén laø moâ ñun xoaén . 
 

c) Toång tröïc tieáp cuûa caùc moâ ñun khoâng xoaén laø moâ ñun 
khoâng xoaén. 

 

1.14. Cho X = ∏
∈Ii

Xi. Chöùng minh raèng moâ ñun con chia ñöôïc cuûa 

moâ ñun X : 
 

 
δ(X) = ∏

∈Ii
δ(Xi) 

  
Töø ñoù suy ra tích tröïc tieáp cuûa caùc moâ ñun chia ñöôïc laø moâ ñun 
chia ñöôïc. 
 

Toång tröïc tieáp cuûa caùc moâ ñun chia ñöôïc coù laø moâ ñun chia ñöôïc 
hay khoâng ?  
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1.15.  Moâ ñun X ñöôïc goïi laø höõu haïn sinh neáu trong X coù moät taäp 
sinh höõu haïn. Cho X laø toång truïc tieáp cuûa hoï moâ ñun {Xi}i∈I . 
Chöùng minh raèng 
 

a) Moâ ñun thöông cuûa moâ ñun höõu haïn sinh laø moâ ñun höõu 
haïn sinh.  

 

b) Moâ ñun toång tröïc tieáp X laø höõu haïn sinh khi vaø chæ khi moãi 
Xi laø moâ ñun höõu haïn sinh vaø haàu heát caùc Xi = 0, tröø moät soá 
höõu haïn. 

 

1.16.  Chöùng minh raèng toång tröïc tieáp cuûa hoï caùc ñôn caáu (toaøn 
caáu, ñaúng caáu) laø ñôn caáu (toaøn caáu, ñaúng caáu). Keát luaän treân coù 
ñuùng cho tích tröc tieáp hay khoâng ?. 
 

1.17. Cho bieåu ñoà caùc ñoàng caáu 

                                A       f          B      g          C                  0 
 

                                                   h                         ϕ 

                                                       
                                                     X 
 

Trong ñoù doøng laø khôùp vaø hf = 0. Haõy chöùng minh raèng toàn taïi vaø 
duy nhaát ñoàng caáu ϕ : C →  X  sao cho h = ϕg. 
1.18.  Cho bieåu ñoà caùc ñoàng caáu 

                                                    X 

                                                        h 

                            

                      0              A      f     B     g        C 
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Trong ñoù doøng laø khôùp, gh = 0. Haõy chöùng minh raèng : toàn taïi vaø 
duy nhaát ñoàng caáu ψ :X →  A, thoaû  fψ = h . 

 

1.19. Cho daõy khôùp ngaén 
 

                              0 ⎯→ A ⎯→ X ⎯→ C ⎯→ 0 
 

Trong ñoù A, C laø caùc moâ ñun höõu haïn sinh . Chöùng minh raèng X 
cuõng laø moâ ñun höõu haïn sinh. 
 

1.20. Cho X laø R-moâ ñun vaø X1, X2 laø caùc moâ ñun con cuûa X maø 
X1 + X2 vaø X1IX2 laø caùc moâ ñun con höõu haïn sinh. Chöùng minh 
raèng X1, X2 laø caùc moâ ñun con höõu haïn sinh. 
 

1.21.   Cho bieåu ñoà  
                                                           0 

  
 

                                                           Y 
                                                    β 

            0                  X      α          A     α’      X/ 

                                                         β’    
                                                     

                                                          Y/   
Trong ño ùdoøng vaø coät khôùp. Chöùng minh raèng β’α laø ñôn caáu khi 
vaø chæ khi α’β laø ñôn caáu. 
 

1.2 Cho bieåu ñoà trong ñoù doøng vaø coät laø khôùp. Chöùng minh raèng 
β’α laø toaøn caáu khi vaø chæ khi α’β laø toaøn caáu.   

 

Xem bieåu ñoà ôû  trang sau. 
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                                              Y 
                                                  β      

                                α                 α’       
                      X                 A              X/              0 
                                            β’  

 
                                               Y/

 
 
                                         0 

 
1.23.                     0                0                0  
 

                    
     0               A1              B1              C1               0 
                    
 

           0               A2              B2              C2                0 
       
        
            0              A3              B3              C3                 0 
  
 
                             0                0                 0     
 

Cho bieåu ñoà 3 × 3, trong ñoù ba coät vaø hai doøng lieân tieáp laø khôùp. 
Chöùng minh raèng doøng coøn laïi cuõng khôùp. Hôn nöõa neáu doøng 1 vaø 
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doøng 3 khôùp nhöng doøng hai nöûa khôùp ta cuõng coù keát quaû nhö 
treân. 
 

1.24.  Cho X1, X2 laø caùc moâ ñun con cuûa moâ ñun X. Chöùng minh 
raèng daõy sau ñaây laø khôùp. 
 

                                              ϕ                  ψ 
           0              X2                        X                 X                        0 
                                X1∩X2                X1                X1 + X2

  

  
trong ñoù ϕ (x + X1IX2) = x + X1 vôùi moïi x ∈ X2 vaø ψ(x + X1) = x 
+ (X1 + X2)  vôùi moïi x ∈ X. 
 

1.25. Chöùng minh raèng moâ ñun con A cuûa moâ ñun con X laø haïng 
töû tröïc tieáp cuûa X neáu moâ ñun thöông X/A laø moâ ñun töï do. 
 

1.26.  Cho X, Y laø caùc moâ ñun treân vaønh chính, hôn nöõa Y laø moâ 
ñun töï do. Chöùng minh raèng : X  ≅  Kerf  ⊕  Imf, vôùi moïi ñoàng 
caáu f : X → Y. 
 

1.27.  Chöùng minh raèng moïi moâ ñun töï do treân mieàn nguyeân R laø 
moâ ñun khoâng xoaén. 
 

Neáu X laø moâ ñun khoâng xoaén treân mieàn nguyeân R thì coù theå keát 
luaän R laø moâ ñun töï do hay khoâng ?  
 

C. BAØI TAÄP BOÅ SUNG 
 

1.28. Cho M laø R-moâ ñun töï do coù tính chaát, neáu r ∈ R vaø m ∈ M 
thoaû rm = 0 thì  ta coù m = 0 hoaëc r = 0.  
   
Chöùng minh raèng R khoâng coù öôùc cuûa khoâng. 
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1.29. Cho {M1, M2, . . . , Mn} laø taäp caùc R-moâ ñun  vaø  
 

          M  =  M1 ⊕ M2 ⊕ . . . ⊕ Mn
 

Vôùi moãi  1 ≤  i ≤ n, gæa söû  Ni laø moâ ñun con cuûa Mi . Chöùng minh 
raèng  
 

N1 + N2 + . . . + Nn  =  N1 ⊕  N2 ⊕  . . . ⊕  Nn
 

1.30. Cho {M1, M2, . . . , Mn} laø taäp caùc R-moâ ñun vaø  
 

M = M1 ⊕  M2 ⊕  . . .  ⊕  Mn
 

Vôùi moãi  1 ≤  i ≤ n, goïi πi laø pheùp chieáu töø M xuoáng Mi. Chöùng 
minh raèng 
 

                    π1 + π2 + . . . + πn = 1M

                    πi
2  =  πi   vôùi moïi i                        (*) 

                    πiπj  = 0   neáu i ≠ j 
 

Ñaûo laïi cho M laø R_moâ ñun vaø {πi, π2, . . . , πn} ⊆ HomR(M, M) 
thoaû ñieàu kieän (*). Haõy chöùng minh raèng  
 

                              M = M1 ⊕  M2 ⊕  . . .  ⊕  Mn
 

1.31.  Cho M, M’ caùc R-moâ ñun vaø f ∈ HomR(M, M’). Goïi N laø 
moâ ñun con cuûa Kerf. Chöùng minh raèng f caûm sinh moät R-ñoàng  
caáu f’ töø  M/N vaøo M’, nghóa laø  
 

f’(x + N)   =  f(x)   vôùi moïi x ∈ M 
 

1.32.  Cho M, M’ laø caùc R-moâ ñun vaø N vaø N’ laø caùc moâ ñun con 
töông öùng cuûa M vaø M’. Neáu ta coù M  ≅  M’  vaø N  ≅  N’ thì coù 
keát luaän ñöôïc   M/N  ≅  M’/N’ hay khoâng ? 
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1.33.  Cho M, N laø caùc R-moâ ñun. Giaû söû coù f ∈ HomR (M, N)  vaø 
g ∈ HomR(N, M)  thoaû tính chaát 
 

i) f(M) = N. 
 

ii) fg  =  1N. 
 

Chöùng minh raèng  
 

M  ≅  N  ⊕  (M/ g(N)) 
 

1.34.  Cho X1, X2, . . . , Xn  vaø Y1, Y2, . . . , Ym laø caùc R-moâ ñun vaø  
 

ϕ : X⊕
=

n

i 1
i ⎯→ Y⊕

=

m

j 1
j

 

laø ñoàng caáu R-moâ ñun. Chöùng minh raèng ϕ bieåu dieãn duy nhaát 
qua ma traän  
 

                                            ϕ11    ϕ12     .  .  .  .    ϕ1n

                                            ϕ21    ϕ22     .  .  .  .    ϕ2n                                                    
M(ϕ)   =           .   .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 

                                             .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .   
                                            ϕm1    ϕm2   .   .  .  .   ϕmn
 

Trong ñoù ϕij ∈ HomR(Xj, Yi). Trong söï bieãu dieãn naøy neáu xem caùc 
phaàn töû x = x1 + x2 + . . . + xn ∈ ⊕ Xi vaø y ∈ ⊕ Yj nhö caùc veùc tô 
coät, Haõy chöùng minh raèng  
 

                                            ϕ11    ϕ12     .  .  .  .    ϕ1n           x1  
                                            ϕ21    ϕ22     .  .  .  .    ϕ2n                x2                                

ϕ(x)   =             .   .  .  .  .  .  .  .  .  .  .          .. 
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Hôn nöõa kieåm tra raèng, pheùp hôïp noái aùnh xaï töông öùng vôùi pheùp 
nhaân ma traän. 
 

1.35.  Cho R laø vaønh giao hoaùn vaø R laø moâ ñun töï do coù cô sôû 
goàm n phaàn töû. Chöùng minh raèng  
 

HomR(M, M)   ≅   Mn(R) 
 

1.36.  Cho caùc hoï R_moâ ñun {Ai}i∈I, {BBi} i∈I vaø {Ci}i∈I . Neáùu vôùi 
moãi i ∈ I ta coù daõy khôùp 
 

0 ⎯→ Ai ⎯→ Bi ⎯→ Ci ⎯→ 0 
 

Chöùng minh raèng  
 

0 ⎯→ ⊕
∈Ii

Ai ⎯→ ⊕
∈Ii

BBi ⎯→ ⊕C
∈Ii

i ⎯→ 0 

 

cuõng laø daõy khôùp. 
 

1.37.  Cho V1, V2, . . . , Vn laø caùc khoâng gian vec tô höõu haïn chieàu. 
Neáu  
 

0 ⎯→ V1 ⎯→ V2 ⎯→ . .  .  . ⎯→ V ⎯→ 0 
 

laø daõy khôùp. Chöùng minh raèng  
 

                                                   (-1)∑
=

n

i 1
n dimVi  =  0 

1.38.  Cho D laø vaønh chia vaø M laø D- moâ ñun. Ñaët 
 

R  :=  HomD(M, M) 
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Chöùng minh raèng  
 

i) V laø R-moâ ñun vôùi pheùp nhaân ngoaøi nhö sau. 
 

f.r  =  f(r)    ∀r ∈ R, f∈ HomD(M, M) 
 

ii) Toàn taïi ñaúng caáu vaønh töø  D vaøo  HomR(M, M). 
 

1.39.  Moät R-moâ ñun M ñöôïc goïi laø Noether neáu vôùi moïi daây 
chuyeàn tieán caùc moâ ñun con  cuûa M ñeàu döøng. Nghóa laø, neáu hoï 
moâ ñun con {Mi} cuûa moâ ñun M thoaû ñieàu kieän 
 

M1 ⊆ M2 ⊆ .  .  .  . ⊆ Mn ⊆  .  .  .  . 
 

Khi ñoù toàn taïi chæ soá i sao cho Mi = Mi+1 = . . . . . 
 

Chöùng minh raèng caùc phaùt bieåu sau laø töông ñöông  
 

i) M laø Noether. 
 

ii) Moïi moâ ñun con cuûa M ñeàu höõu haïn sinh. 
 

iii) Moïi taäp hôïp khaùc roãng caùc moâ ñun con cuûa M ñeàu coù 
phaàn töû toái ñaïi. 

 

1.40.  Moät R_moâ ñun M ñöôïc goïi laø Artin neáu vôùi moïi daây 
chuyeàn giaûm caùc moâ ñun con  cuûa M ñeàu döøng. Nghóa laø, neáu hoï 
moâ ñun con {Mi}cuûa moâ ñun M thoaû ñieàu kieän  
 

M1 ⊇ M2 ⊇ .  .  .  . ⊇ Mn .  .  .  . 
 

Khi ñoù toàn taïi chæ soá i sao cho Mi = Mi+1 = . . . . . 
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Chöùng minh raèng neáu M laø moâ ñun Artin khi vaø chæ khi moïi taäp 
hôïp khaùc roãng caùc moâ ñun con cuûa M ñeàu coù phaàn töû toái tieåu. 
 

1.41. Vaønh heä töû R ñöôïc xeùt nhö R-moâ ñun treân chính noù. Chöùng 
minh raèng neáu R laø Noether vaø M laø R-moâ ñun höõu haïn sinh thì 
moïi R moâ ñun con cuûa M ñeàu höõu haïn sinh. 
 

1.42. Cho M laø R- moâ ñun vaø N laø moâ ñun cuûa M. Chöùng minh 
raèng  
 

i) M laø Noether neáu vaø chæ neáu  N  vaø  M/ N laø Noether. 
 

ii) M laø Artin neáu vaø chæ neáu N  vaø M/N  laø Artin. 
 

1.43.  Cho daõy khôùp 
 

                                             f            g 
0 ⎯→ M’⎯→ M ⎯→ M’’⎯→ 0 

 

i) Chöùng minh raèng M laø Noether khi vaø chæ khi M’ vaø 
M’’ laø Noether. 

 

ii) Chöùng minh raèng M laø Artin khi vaø chæ khi M’ vaø M’’ 
laø Artin. 

 

1.44.   
i) Cho M laø moâ ñun Artin vaø f ∈ HomR(M, M). Chöùng 

minh raèng f laø ñôn caáu khi vaø chæ khi f laø ñaúng caáu. 
 

ii) Cho M laø moâ ñun Noether vaø f ∈ HomR(M, M). Chöùng 
minh raèng f laø toaøn caáu khi vaø chæ khi f laø ñaúng caáu. 

 

1.45.  
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i) Tìm moät R-moâ ñun Noether nhöng khoâng Artin. 
 

ii) Tìm moät R-moâ ñun Artin  nhöng khoâng Noether. 
 

1.46. Cho M laø R-moâ ñun. Neáu M1, M2, . . . , Mn laø nhöõng moâ ñun 
con cuûaM sao cho 
 

M  =  M1 + M2 + .  .  . + Mn
 

khi ñoù chöùng minh raèng . 
 

i) Neáu taát caû Mi ñeàu laø Noether thì M laø Noether. 
 

ii) Neáu taát caû caùc Mi ñeàu laø Artin thì M laø Artin 
 

1.47.  Cho R laø vaønh Artin vaø M laø R-moâ ñun höõu haïn sinh. 
Chöùng minh raèng moïi moâ ñun con cuûa M ñeàu laø moâ ñun Artin. 
 

1.48. Giaû söû M laø R-moâ ñun vaø M’, N, N’ laø caùc moâ ñun con cuûa 
M. Neáu 
 

M  =  M’  ⊕  N  Vaø M  =  M’  ⊕  N’ 
 

Thì ta keát luaän ñöôïc N = N’ hay khoâng ? 
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CHÖÔNG II 
 

HAØM TÖÛ HOM VAØ TEN XÔ 
 

A. TOÙM TAÉT LYÙ THUYEÁT 
 

1. HAØM TÖÛ HOM 
 

  1.1 Caùc khaùi nieäm chung 
 

    • Cho X, Y laø caùc R-moâ ñun. Ta kyù hieäu Hom(X, Y) laø taäp hôïp 
caùc ñoàng caáu töø X vaøo Y, treân ñoù trang bò moät pheùp toaùn coäng 
ñöôïc xaùc ñònh nhö sau : ∀f, g ∈ Hom(X, Y), toång (f + g) laø ñoàng 
caáu töø X vaøo Y thoaû maõn ∀x∈ X, (f + g)(x) = f(x) + g(x). Vôùi 
pheùp toaùn naøy Hom(X, Y) trôû thaønh nhoùm coäng aben. 
 

   • Cho caùc phaïm truø P, C . Moät haøm töû F : P → C  ( phaûn haøm töû  
G : P → C ) laø moät quy luaät, töông öùng moãi vaät A∈ P  vôùi moät vaät 
f(A)∈ C  ( G(A)∈ C  )vaø töông öùng moãi caáu xaï α : A → B trong 
phaïm truø P  vôùi moät caáu xaï F(α) : F(A) → F(B)  ( G(α) : G(B) → 
G(A) ) trong phaïm truø C  thoaû hai tieân ñeà sau : 
 

   HT1 : Vôùi moãi vaät A ∈ P  : F(1A) = 1F(A) ( G(1A) = 1G(A) ) 
 

   HT2 : F(βα) = F(β).F(α) (G(βα) =  G(α).G(β)) vôùi moãi caëp caáu 
xaï (α, β) trong P  maø xaùc ñònh ñöôïc tích βα. 
 

 27



   •  Vôùi Mod laø phaïm truø caùc R - moâ ñun traùi, Ab laø phaïm truø caùc 
nhoùm aben. Haøm töû Hom(X, - ) : Mod → Ab ( phaûn haøm töû Hom( 
- , X) : Mod → Ab) ñaët moãi moâ ñun A∈ Mod töông öùng vôùi nhoùm 
Hom(A, X) vaø ñaët moãi ñoàng caáu α töø A vaøo B vôùi ñoàng caáu nhoùm 
α* : Hom(X, A) → Hom(X, B) ( α*

 : Hom(A, X) → Hom(B, X) ) 
theo qui taéc α*(β) = αβ  (α*(β) = βα ) vôùi moïi β∈ Hom(X, A) ( β∈ 
Hom(A, X) ). 
 

 1.2 Ñònh lyù veà tính khôùp cuûa haøm töû Hom : Cho X laø moâ ñun   
                                                                

                                                       f       g 
baát kyø vaø daõy khôùp ngaén  0 → A → B → C → 0, khi ñoù  
 

                                    f*                    g* 
0 → Hom(X, A) → Hom(X, B) → Hom(X, C) → 0   (1) 

                                    f*                    g*

0 → Hom(C, X) → Hom(B, X) → Hom(A, X) → 0    (2) 
 

daõy (1) khôùp taïi Hom(X, B) vaø Hom(X, A) , daõy (2) khôùp taïi 
Hom(B, X) vaø Hom(C, X). Hôn nöõa neáu daõy khôùp ngaén cheû ra thì 
caû hai daõy (1) vaø (2) ñeàu khôùp vaø cheû. 
 

2. Moâ ñun xaï aûnh vaø moâ ñun noäi xaï  
 

  2.1. Caùc khaùi nieäm chung 
 

   •  Moâ ñun P ñöôïc goïi laø moâ ñun xaï aûnh neáu thoaû moät trong caùc 
tính chaát sau : 
 

      i) Haøm töû Hom(P, - ) laø haøm töû khôùp. 
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      ii) Vôùi moãi toaøn caáu σ : B → C, moãi ñoàng caáu f : P → C toàn 
taïi ñoàng caáu ϕ : P → B sao cho f = σ.ϕ 
 
 
                                                    
                                                    p 
                                      ∃ϕ            f 
                                           σ 
                                  B               C 
                                                 α      β 
      iii)  Moãi daõy khôùp 0 → A → B → P → 0 laø cheû ra. 
 

      iv) P ñaúng caáu vôùi haïng töû tröïc tieáp cuûa moät moâ ñun töï do. 
 

•  Moâ ñun J ñöôïc goïi laø moâ ñun noäi xaï neáu thoaû moät trong caùc 
tính chaát sau : 
 

      i) Haøm töû Hom( - , J ) laø haøm töû khôùp. 
 
      ii) Vôùi moãi ñôn caáu æ : A → B, moãi ñoàng caáu f : A → J toàn taïi 
ñoàng caáu f  : A → J sao cho f = f æ 
                                                    A 
                                      æ              f             
                                           ∃f   
                                  B                J 
 

                                                 α      β 
      iii)  Moãi daõy khôùp   0 → J → B → C → 0 laø cheû ra. 
 

      iv) P ñaúng caáu vôùi haïng töû tröïc tieáp cuûa moät moâ ñun noäi xaï. 
 

  2.2 .Caùc tính chaát  
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  • Moïi moâ ñun töï do laø moâ ñun xaï aûnh. 
 

   • Moâ ñun xaï aûnh treân vaønh chính laø moâ ñun töï do. 
 

   •  Toång tröïc tieáp cuûa hoï moâ ñun {Pi}i∈I laø xaï aûnh khi vaø chæ khi 
moãi thaønh phaàn Pi laø xaï aûnh.  
 

   •  Tích tröïc tieáp cuûa hoï moâ ñun {Ji}i∈I laø noäi xaï khi vaø chæ khi 
moãi thaønh phaàn Ji laø noäi xaï. 
 

2.3 .Caùc ñònh lyù 
 

    ∗ Tieâu chuaån Baer : R-moâ ñun J laø noäi xaï khi vaø chæ khi vôùi 
baát kyø iñean traùi I cuûa R vaø baát kyø ñoàng caáu f : I → J, luoân luoân 
toàn taïi phaàn töû q∈ J sao cho vôùi moïi λ∈ I, ta coù f(λ) = λq. 
 

   ∗ Ñònh lyù nhuùng cuûa moâ ñun noäi xaï: Moãi moâ ñun X ñeàu coù theå 
nhuùng vaøo moâ ñun noäi xaï N(X) naøo ñoù. 
 

   • Neáu R laø vaønh chính thì moïi R - moâ ñun chia ñöôïc X ñeàu laø 
moâ ñun noäi xaï. 
 

   • Neáu R laø mieàn nguyeân thì moïi moâ ñun noäi xaï ñeàu chia ñöôïc. 
 

4. HAØM TÖÛ TEN XÔ 
 

  4.1 .Caùc khaùi nieäm 
    
   • Cho XR vaø RY laø caùc moâ ñun phaûi                 τ 
 vaø moâ ñun traùi treân vaønh R. Tích ten    X × Y                X ⊗ Y               
xô cuûa moâ ñun X vaø Y laø nhoùm aben,           ϕ 
kyù hieäu X ⊗ Y, sao cho coù aùnh xaï song        G            ∃!f 
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tuyeán tính τ : X × Y → X ⊗ Y coù tính phoå duïng ñoái vôùi baát kyø 
aùnh xaï song tuyeán tính ϕ : X × Y → G, töùc laø toàn taïi duy nhaát 
ñoàng caáu f : X ⊗ Y → G  thoaû maõn ϕ = f.τ. 
 

   •  Cho caùc ñoàng caáu f : XR → XR', g : RY → RY', khi ñoù toàn taïi 
duy nhaát ñoàng caáu tích ten xô  (f⊗g) : X ⊗ X' → Y ⊗ Y' sao cho 
(f⊗g)(x ⊗ y) = f(x) ⊗ g(y) vôùi moïi x ⊗ y ∈ X ⊗ Y. 
 

  4.2. Caùc tính chaát vaø ñònh lyù 
 

   • Tích ten xô cuûa hai ñoàng caáu ñoàng nhaát laø ñoàng caáu ñoàng 
nhaát. 
 

                     f        f'                g         g'     
   •  Neáu  A → B → C vaø A' → B' → C' laø caùc ñoàng caáu R-moâ ñun 
phaûi vaø R-moâ ñun traùi. Khi ñoù (f'f ⊗ g'g) = (f' ⊗ g')(f ⊗ g). 
 

   •  Cho f, f1, f2 : X → X' laø caùc ñoàng caáu R - moâ ñun phaûi vaø g, 
g1, g2 : Y → Y' laø caùc doàng caáu R - moâ ñun traùi.Khi ñoù 
 

(f1 + f2) ⊗ g = f1 ⊗ g + f2 ⊗ g 
 

f ⊗ (g1 + g2) = f ⊗ g1 + f ⊗ g2
 

   ∗ Ñònh lyù toång tröïc tieáp cuûa tích ten xô : Cho hoï R - moâ ñun 
phaûi {Xi}i∈I vaø hoï R - moâ ñun traùi {Yj}j∈J. Khi ño ù 
 

                     ⊕X
∈Ii

i   ⊗  ⊕
∈Jj

Yj      ≅  ⊕
×∈ JIji ),(

 Xi ⊗ Yj 

 

   ∗ Ñònh lyù toaøn caáu cuûa tích ten xô : Cho f : X → X' laø toaøn caáu 
R-moâ ñun phaûi vaø g : Y → Y' laø toaøn caáu R-moâ ñun traùi. Khi ño,ù 
ta coùf ⊗ g laø toaøn caáu vôùi  
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  Ker(f ⊗ g) =  < {x ⊗ y ∈ X ⊗ Y : x ∈ Kerf hoaëc y ∈ Kerg} > 
 

   ∗  Ñònh lyù khôùp cuûa tích ten xô : Caùc haøm töû (A ⊗ -) vaø (-⊗ B) 
laø caùc haøm töû khôùp veà beân phaûi. Hôn nöõa, caùc haøm töû (A ⊗  - ) vaø 
( - ⊗ B) baûo toaøn tính khôùp cheû cho daõy khôùp ngaén cheû ra.    
 

�5. MOÂ ÑUN DEÏT 
 

   • Moâ ñun phaûi (traùi) A ñöôïc goïi laø moâ ñun deït phaûi (traùi ), neáu 
haøm töû (A ⊗ -) ( t.ö (- ⊗ A) ) laø haøm töû khôùp.  
 

   • Moãi vaønh heä töû R xem nhö laø moâ ñun treân chính noù, laø moâ 
ñun deït traùi vaø cuõng laø moâ ñun deït phaûi.  
 

B. BAØI TAÄP 
 

2.1. Cho caùc hoï moâ ñun {Xi}i∈I  vaø {Yj}j∈J . Haõy chöùng minh raèng 
toàn taïi ñaúng caáu nhoùm aben : 
                                   

                  Hom    ⊕
∈Ii

Xi, ∏
∈Jj

Yj        ≅   Hom(X∏
×∈ JIj)(i,

i, Yj) 

           

2.2.  Cho X laø R-moâ ñun, F(S)  laø moâ ñun töï do sinh bôûi taäp S. 
Chöùng minh caùc ñaúng caáu. 
 

  a)  Hom(R, X)   ≅   (X, +) 
 

  b) Hom(F(S), X)  ≅ ∏
∈Ss

(X, +). 
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2.3.  Cho bieåu ñoà caùc ñoàng caáu R- moâ ñun 

                                               P 
                                             h  
                                          f         g 
                                  A ⎯→ B ⎯→ C 
 

trong ñoù doøng laø khôùp, gh = 0 vaø P laø moâ ñun xaï aûnh. Chöùng minh 
raèng toàn taïi ñoàng caáu  ϕ : P → A maø fϕ = h. 
 

2.4. Cho bieåu ñoà caùc ñoàng caáu 
                                        h           k                  
                                   P ⎯→ X ⎯→ Y 
                                          f    ↓     g   ↓ 
                                   A ⎯→ B ⎯→ C 
 

trong ñoù hình vuoâng giao hoaùn, doøng döôùi laø khôùp, kh = 0 vaø P laø 
moâ ñun xaï aûnh. Chöùng minh raèng toàn taïi ñoàng caáu ϕ :P → A ñeå 
hình vuoâng beân traùi cuõng giao hoaùn. 
 

2.5.  Chöùng minh raèng moâ ñun xaï aûnh treân mieàn nguyeân laø moâ 
ñun khoâng xoaén. Ñieàu ngöôïc laïi, moãi moâ ñun khoâng xoaén treân 
mieàn nguyeân coù phaûi laø moâ ñun xaï aûnh hay khoâng ?  
 

2.6. Cho bieåu ñoà nhö  hình : 
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                                0                0                0 
 
                                 
         0               X               Y               V               0 
      
 
         0              P1                      P2                     P3                        0 
       
 
         0               A               B               C                 0 
 
 
                          0                0                0 

 Chöùng minh raèng daõy khôùp ngaén  caùc ñoàng caáu 
 

                              0 ⎯→ A ⎯→ B ⎯→ C ⎯→ 0 
 

coù theå nhuùng vaøo bieåu ñoà giao hoaùn ôû treân. 
 

Trong ñoù ba doøng , ba coät ñeàu khôùp, doøng giöõa goàm nhöõng moâ 
ñun xaï aûnh, hôn nöõa caùc coät beân traùi vaø beân phaûi coù theå choïn 
tröôùc tuyø yù. 
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                                0                0                0 

 
                                 
         0               X               Y               V               0 
      
 
         0              P1                      P2                     P3                        0 
       
 
         0               A               B               C                 0 
 
 
                          0                0                0 

 

2.7.  Cho bieåu ñoà caùc ñoàng caáu: 
 

                                              f           g 
                                        A ⎯→ B ⎯→ C 
                                                  h ↓ 
                                                     J 
 

trong ñoù doøng laø khôùp, hf = 0 vaø J laø moâ ñun noäi xaï. Chöùng 
minh raèng toàn taïi ñoàng caáu ϕ : C → J sao cho ϕg = h. 
 

2.8.  Cho bieåu ñoà caùc ñoàng caáu. Trong ñoù hình vuoâng beân traùi 
giao hoaùn , doøng treân laø khôùp, gf = 0 vaø J laø moâ ñun noäi xaï. 
Chöùng minh raèng toàn taïi ñoàng caáu ϕ : C → J  sao cho hình vuoâng 
beân phaûi cuõng giao hoaùn. 
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                                        A ⎯→ B ⎯→ C  
                                         ↓    f     ↓   g       
                                         X ⎯→ Y ⎯→ J 
 

2.9. Chöùng minh raèng moïi moâ ñun X khoâng xoaén treân mieàn 
nguyeân R laø noäi xaï neáu X  laø moâ ñun chia ñöôïc. 

 

2.10. Chöùng minh raèng moãi daõy khôùp ngaén caùc ñoàng caáu  
 

                                           f           g 
0 ⎯→ A ⎯→ B ⎯→ C ⎯→ 0 

 

ñeàu nhuùng ñöôïc vaøo bieåu ñoà giao hoaùn sau 
                          0                0                0 
 
                                   
         0               A               B               C               0 
                              
                        
         0              N1                      N2                    N3                        0 
                          
                       
         0               X               Y               K                 0 
 

 
                                              

                                0                 0                0 
Trong ñoù ba doøng, ba coät laø khôùp, doøng giöõa laø moâ ñun noäi xa. 
Hôn nöõa, caùc coät beân phaûi vaø beân traùi coù theå choïn tröôùc tuyø yù.  
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2.11. Chöùng minh raèng moâ ñun P laø xaï aûnh khi vaø chæ khi, vôùi moïi 
ñoàng caáu f : P ⎯→ C vaø moïi toaøn caáu σ : J → C vôùi J laø moâ ñun 
noäi xaï, toàn taïi ñoàng caáu ϕ : P → J sao cho σϕ = f. 
 

2.12.  Chöùng minh raèng moâ ñun J laø noäi xaï khi vaø chæ khi, vôùi moïi 
ñoàng caáu f : A → J vaø moïi ñôn caáu j : A → P trong ñoù P laø moâ 
ñun xaï aûnh, toàn taïi ñoàng caáu f’ : P → Jsao cho f’j = f. 
 

2.13. Chöùng minh raèng trong phaïm truø caùc  Z-moâ ñun, moät aùnh xaï 

ϕ : X × Y → C laø song tuyeán tính khi vaø chæ khi ϕ laø song coâïng 
tính . 
 

2.14.  Cho Q laø nhoùm coäng caùc soá höõu tæ xem nhö caùc Z-moâ ñun. 

Chöùng minh raèng 
   

      a)  Q ⊗ Q  ≅  Q � 
 

      b) �Q ⊗ Q /Z  =  0 
 

      c) Neáu A laø moâ ñun xoaén thì Q ⊗ A  =  0. 
 

2.15. Chöùng minh raèng  
 

Zm ⊗ Zn   ≅ Z d
 

Trong ñoù d = (m, n). Töø ñaây suy ra raèng, neáu m, n nguyeân toá cuøng 
nhau thì �Zm ⊗ Zn = 0. 
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2.16. Chöùng minh raèng tích ten xô cuûa hai nhoùm aben höõu haïn 
sinh laø nhoùm höõu haïn sinh. 
 

2.17. Xeùt nhoùm coäng caùc soá nguyeân Z vaø nhoùm con 2Z cuûa Z� 

goàm caùc soá nguyeân chẵn. Khi ñoù, ñoàng caâuù bao haøm j :2Z→Z� 

laø ñôn caáu. Goïi A laø nhoùm cyclic caáp hai, vôùi phaàn töû sinh laø a töùc 
A = <a>. Chöùng minh raèng  : 2Z ⊗ A laø nhoùm cyclic caáp hai vôùi 

phaàn töû sinh laø 2 ⊗ a, tuy nhieân tích ten xô j⊗1A khoâng laø ñôn 
caáu. 
 

2.18.  Cho A laø haïng töû tröïc tieáp cuûa R-moâ ñun phaûi X, B laø haïng 
töû tröïc tieáp cuûa R-moâ ñun traùi Y. Giaû söû  i : A → X vaø j : B → X  
laø caùc pheùp nhuùng . Chöùng minh raèng  
 

i⊗j : A ⊗ B ⎯→ X ⊗ Y 
 

cuõng laø moät pheùp nhuùng. 
 

2.19. Chöùng minh raèng tích ten xô hai ñaúng caáu laø moät ñaúng caáu. 
 

2.20.  Chöùng minh raèng toång tröïc tieáp caùc moâ ñun deït laø moâ ñun 
deït khi vaø chæ khi caùc thaønh phaàn cuûa noù ñeàu laø caùc moâ ñun deït.   
 

2.21. Chöùng minh raèng moïi moâ ñun töï do ñeàu laø moâ ñun deït. 
 

2.22. Chöùng minh raèng  moïi moâ ñun xaï aûnh ñeàu laø moâ ñun deït. 
Ñieàu ngöôïc laïi coù ñuùng haykhoâng? 
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C. BAØI TAÄP BOÅ SUNG 
 

2.23. Cho D laø vaønh chia vaø M laø D-moâ ñun. Haõy chöùng minh 
raèng M vöøa laø moâ ñun xaï aûnh vöøa laø moâ ñun noäi xaï.  
 

2.24.  Cho R laø vaønh coù ñôn vò. Chöùng minh raèng caùc phaùt bieåu 
sau ñaây laø töông ñöông. 
 

i) Moïi R-moâ ñun ñeàu laø moâ ñun xaï aûnh. 
 

ii) Moïi daõy khôùp cuûa R-moâ ñun ñeàu cheû ra. 
 

iii) Moïi R-moâ ñun ñeàu laø noäi xaï. 
 

2.25.  Cho M laø Z-moâ ñun . Haõy chöùng minh raèng M laø moâ ñun 

chia ñöôïc neáu vaø chæ neáu M laø moâ ñun noäi xaï. 
 

2.26.  
i) Cho M laø Z-moâ ñun höõu haïn khaùc khoâng. Chöùng minh 

raèng M khoâng laø moâ ñun chia ñöôïc. 
 

ii) Chöùng minh raèng khoâng coù Z-moâ ñun töï do naøo chia 

ñöôïc. 
 

2.27. Cho M laø Z-moâ ñun chia ñöôïc . Chöùng minh raèng  
 

M   ≅  τ(M)  ⊕  M/τ(M). 
 

2.28. Cho M laø Z-moâ ñun chia ñöôïc khoâng xoaén. Chöùng minh 

raèng  
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                                         M  =  ⊕
∈Ii

Q�            

                                                     

2.29. Cho M laø Z-moâ ñun chia ñöôïc, G vaø H laø caùc Z -moâ ñun 

xoaén . Cho p laø soá nguyeân toá, ñaët  
 

Gp∞  =  {x ∈ G :  ∃ n ∈ N, np.x  = 0}. 
 

Gp  =  {x ∈ G} :  p.x  = 0}. 
 

Chöùng minh raèng 
 

i) τ(M)p  laø moâ ñun con cuûa M, vôùi moïi soá nguyeân toá p. 
 

ii) M/τ(M)  laø khoâng gian veùc tô treân Q. 
 

iii) τ(M)p laø khoâng gian veùc tô  treân  Zp. 

      iv)         Gp∞  ≅  Hp∞   ⇔   Gp   ≅   Hp
 

2.30.  Cho M vaø N laø hai Z-moâ ñun chia ñöôïc. Chöùng minh raèng 

M  ≅  N  khi vaø chæ khi hai ñieàu kieän döôùi ñaây thoaû. 
 

i) DimQ M/ τ(M)  =  dimQ N/τ(N). 
 

ii) dimZpτ(M)p  = dimZp τ(N)p  vôùi moïi soá nguyeân toá p. 
 

2.31. Cho R laø vaønh coù ñôn vò vaø M laø Z-moâ ñun. 
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i) Chöùng minh raèng HomZ(R, M) coù caáu truùc R-moâ ñun 

traùi vôùi luaät nhaân ngoaøi. 
 

               rf(s) = f(rs)  vôùi moïi r, s∈R, f∈ HomZ(R, M) 
        

ii) Chöùng minh raèng HomZ(R, M) coù caáu truùc R-moâ ñun 

phaûi vôùi luaät nhaân ngoaøi. 
 

                           f(s)r = f(sr)  vôùi moïi r, s∈R, f∈ HomZ(R, M) 
 

iii) Chöùng minh raèng  neáu M laø Z-moâ ñun chia ñöôïc thì  

HomZ(R, M) laø R-moâ ñun noäi xaï 
 

2.32.  Cho R laø vaønh Noether giao hoaùn. M laø moâ ñun noäi xaï vaø I 
laø iñeâan  cuûa R. Ñaët 
 

A = {x∈ M : ∃n ∈ N, In x = 0 } . 
 

Chöùng minh raèng : A laø R-moâ ñun noäi xaï. 
 

2.33. Nhoùm coäng giao hoaùn M ñöôïc goïi laø (R, S) -song moâ ñun 
neáu M vöøa laø R-moâ ñun traùi vöøa laø S-moâ ñun phaûi. 
 

 Cho M laø (R, S)-song moâ ñun, N laø R-moâ ñun phaûi vaø L laø S-moâ 
ñun traùi. Chöùng minh raèng  
 

i) M ⊗S L coù caáu truùc R-moâ ñun traùi thoaû  
 

                  r(m ⊗ l)  = rm ⊗ l  ∀r∈ R, ∀m ∈ M, ∀l∈ L 
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ii)  N ⊗R M  coù caáu truùc S-moâ ñun phaûi thoaû  
 

                  (n ⊗ m)s  = n ⊗ ms  ∀s∈ S, ∀m ∈ M, ∀n∈ N 
 

2.34. Cho N laø R-moâ ñun phaûi, M laø (R, S)-song moâ ñun  vaø L laø 
S-moâ ñun traùi. Chöùng minh raèng 
 

N ⊗R (M ⊗S L)   ≅  (N ⊗R M) ⊗S L 
 

2.35. Cho R laø vaønh giao hoaùn, M vaø N laø hai R-moâ ñun . Chöùng 
minh raèng, M ⊗R N coù caáu truùc R moâ ñun thoaû  
 

r(m ⊗ n)  =  rm ⊗ n  =  mr ⊗ n = m⊗ rn = m ⊗ nr = (m ⊗ n)r 
 

Vôùi moïi r ∈ R, m ∈ M, n ∈N. 
 

2.36. Cho U, V laø hai khoâng gian veùc tô höõu haïn chieàu treân tröôøng 
K. Chöùng minh raèng  
 

i) U ⊗K V laø khoâng gian veùc tô treân tröôøng K. 
 

ii) dimK(U ⊗K V) = dimK U . dimK V. 
 

2.37. Cho R laø vaønh giao hoaùn, M vaø N laø hai R-moâ ñun. Chöùng 
minh raèng toàn taïi ñaúng caáu R-moâ ñun  
 

M ⊗R N  ≅ N ⊗R M. 
 

2.38. Cho R laø vaønh giao hoaùn. M laø R-moâ ñun , I vaø J laø hai iñeâal 
cuûa R. Chöùng minh raèng 
 

i) (R/ I) ⊗R M  ≅  M/ IM  theo nghóa R-moâ ñun. 
 

ii) (R/I) ⊗R (R/J)  ≅  R/ (I + J) theo nghóa R-moâ ñun. 
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2.39. Cho A laø moät vaønh, R laø vaønh giao hoaùn. A ñöôïc goïi laø R-
ñaïi soá neáu A laø R-moâ ñun thoaû  
 

r(ab)  =  (ra)b = a(rb)  vôùi moïi r ∈ R,a, b ∈ A. 
 

Chöùng minh raèng neáu  A laø R-ñaïi soá vaø M laø R-moâ ñun thì M ⊗R 
A  coù caáu truùc A-moâ ñun traùi sao cho 
 

a’(m ⊗ a) = m ⊗ a’a   vôùi moïi a’, a ∈ A, m ∈ M. 
 

2.40. Cho M laø R-moâ ñun, A laø R-ñaïi soá giao hoaùn vaø B laø A-ñaïi 
soá . Haõy chöùng minh raèng toàn taïi moät ñaúng caáu B_moâ ñun traùi töø 
(M ⊗R A ) ⊗A B  vaøo  M ⊗R B töông öùng (m⊗a)⊗b = m⊗ ab. 
 

2.41. Cho A, B laø hai R-moâ ñun vaø C laø R-ñaïi soá giao hoaùn. 
Chöùng minh raèng toàn taïi ñaúng caáu C-moâ ñun  
 

(A ⊗R C) ⊗C (B ⊗R C)  ≅  (A ⊗R B) ⊗R C 
 

thoaû  (a⊗ c) ⊗ (b ⊗ c’) → (a ⊗ b) ⊗ cc’. 
 

2.42. Cho M laø R-moâ ñun, A laø R-ñaïi soá, X laø A_moâ ñun traùi vaø  f 
: M → X laø ñoàng caáu R-moâ ñun. Chöùng minh raèng toàn taïi ñoàng 
caáu A-moâ ñun fA : M ⊗R A → X thoaû fA(m⊗a) = af(m). 
 

2.43. Cho A laø R-ñaïi soá vaø j : Mn(R) → Mn(A) laø aùnh xaï môû roäng 
töø aùnh xaï iA : R → A cho bôûi iA(r)  =  r.1. Chöùng minh raèng  
 

i) Mn(R) ⊗R A  ≅  Mn(A)  theo nghóa R-ñaïi soá vaø theo 
nghóa A- moâ ñun. 

 

ii) Mn(R) ⊗ Mm(R)  ≅  Mmn(R). 
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    CHÖÔNG III 

 

ÑOÀNG ÑIEÀU 
 

A. TOÙM TAÉT LYÙ THUYEÁT 
 

1.PHÖÙC VAØ ÑOÀNG ÑIEÀU 
 

 1.1. Caùc khaùi nieäm 
                                                               ∂n      ∂n+1                             
   • Daõy caùc ñoàng caáu X : . . .← Xn-1 ← Xn ← Xn+1 ← . . . goïi laø 
nöûa khôùp, neáu tích hai ñoàng caáu lieân tieáp laø ñoàng caáu 0. Moät phöùc 
laø moät daõy nöûa khôùp ñaùnh soá treân taäp soá nguyeân, neáu chæ soá  taêng 
cuøng (ngöôïc) chieàu vôùi caùc muõi teân ñoàng caáu goïi laø phöùc tieán 
(luøi). Caùc ∂n goïi laø ñoàng caáu vi phaân. Phöùc X = {Xn, ∂n} goïi laø 
phöùc döông (aâm) neáu Xn = 0 khi n < 0 (n > 0) ñöôïc ñaùnh soá theo 
chæ soá döôùi (treân). Neáu khoâng coù ghi cheùp gì theâm ta quy öôùc caùc 
phöùc laø luøi. 
 

    •  Cho X = {Xn, ∂n} vaø {X', ∂n'} laø caùc phöùc. Moät bieán ñoåi daây 
chuyeàn f : X → X' laø moät hoï caùc ñoàng caáu {fn : Xn → Xn'} sao cho 
bieåu ñoà sau giao hoaùn. 
                                                     ∂n          ∂n+1 

                   X :   . . .          Xn-1         Xn           Xn+1        . . . 
                                             fn-1          fn             fn+1

                                                     ∂'n              ∂'n+1

                  X' :   . . .          X'n-1         X'n          X'n+1            . . . 
  

 44



    • Cho caùc phöùc  X = {Xn, ∂n}, X' = {X'n, ∂'n}vaø f, g laø caùc bieán 
ñoåi daây chuyeàn töø X vaøo X'. Hoï ñoàng caáu s = {sn : Xn → X'n+1} 
ñöôïc goïi laø ñoàng luaân daây chuyeàn giöõa hai bieán ñoåi daây chuyeàn, 
neáu ∀n ∈ Z, ta coù ∂'n+1sn + sn-1∂n = fn - gn. Khi ñoù ta vieát s : f ≅ g. 
 

      • Cho caùc phöùc  
                                                 ∂n      ∂n+1 

X : . . .← Xn-1 ← Xn ← Xn+1 ← . . . 
                                                δn-1      δn 

X' : . . .→ X'n-1 → X'n → X'n+1 → . . . 
 

moâ ñun thöông Hn(X) := Ker∂n / Im∂n+1 goïi laø moâ ñun ñoàng ñieàu 
thöù n cuûa phöùc X. Moâ ñun thöông Hn(X') = Kerδn/ Imδn-1 goïi laø 
moâ ñun ñoái ñoàng ñieàu thöù n cuûa X'. Caùc phaàn töû cuûa Ker∂n+1 
(Kerδn) goïi laø chu trình ( ñoái chu trình) n - chieàu coøn caùc phaàn töû 
cuûa Im∂n (Imδn-1) goïi laø bôø (ñoái bôø) n - chieàu. 
     Neáu G laø R- moâ ñun, taùc ñoäng haøm töû  Hom(-, G) leân X ta thu 
ñöôïc phöùc taêng 
                                                             δn-1                    δn

                   

. . .→ Hom(Xn-1, G) → Hom(Xn, G) → Hom(Xn+1) → . . . 
 

ñoàng caáu δn : Hom(Xn, G) → Hom(Xn+1, G) ñöôïc xaùc ñònh nhö sau 
δn(f) = (-1)n+1f∂n+1. Moâ ñun ñoái ñoàng ñòeàu Hn(Hom(X, G)) goïi laø 
ñoái ñoàng ñieàu cuûa phöùc X laáy heä soá trong G vaø kyù hieäu laø Hn(X, 
G). 
 

   •  Cho X, X' laø caùc phöùc, bieán ñoåi daây chuyeàn f : X → X' ñöôïc 
goïi laø moät töông ñöông daây chuyeàn, neáu toàn taïi moät bieán ñoåi daây 
chuyeàn h : X' → X vaø caùc ñoàng  luaân daây chuyeàn s : hf ≅ 1X vaø t : 
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fh ≅ 1X'. Neáu hai phöùc X, X' coù moät töông ñöông daây chuyeàn giöõa 
chuùng, ta noùi X töông ñöông ñoàng luaân vôùi X'. Kyù hieäu X ≅ X'. 
 

 1.2. Caùc tính chaát 
 

    •  Tích hai bieán ñoåi daây chuyeàn laø moät bieán ñoåi daây chuyeàn. 
 

    •  Quan heä ñoàng luaân daây chuyeàn vaø quan heä töông ñöông 
ñoàng luaân laø caùc quan heä töông ñöông. 
 

    •  Cho f, g laø bieán ñoåi daây chuyeàn töø phöùc X vaøo phöùc X'. f', g' 
laø bieán ñoåi daây chuyeàn töø phöùc X' vaøo X''. Neáu ta coù s : f ≅ g vaø 
s': f' ≅ g thì f's + s'g : f'f ≅ g'g . 
 

   • Vôùi moãi n∈ Z, Hn laø haøm töû hieäp bieán töø phaïm truø caùc phöùc 

vaø caùc bieán ñoåi daây chuyeàn tôùi phaïm truø caùc moâ ñun, töông öùng 
moãi phöùc X vôùi ñoàng ñieàu Hn(X) vaø ñaët moãi bieán ñoåi daây chuyeàn 
f : X → X' töông öùng vôùi ñoàng caáu  Hn(f) : Hn(X) → Hn(X') cho 
bôûi Hn(f)[c + ∂Xn+1] = f(c) + ∂'X'n+1. 
 

    • Hn(-, G) laø haøm töû phaûn bieán töø phaïm truø caùc phöùc vaø caùc 
bieán ñoåi daây chuyeàn tôùi phaïm truø caùc nhoùm aben. Hôn nöõa, neáu 
coù s : f ≈ g laø ñoàng luaân daây chueàn giöõa hai bieán ñoåi daây chuyeàn 
f,g:X → X' thì t: f* ≅ g* , ôû ñaây f*, g* : Hom(X', G)→ Hom(X, G) 
cho bôûi f*(α) = α f, g*(α) = αg vaø t = (-1)ns*n-1 vôùi s*(β) = βs. 
 

  ∗ Ñònh lyù bieán ñoåi ñoàng luaân : Neáu f, g : X → X' laø caùc bieán ñoåi 
ñoàng luaân daây chuyeàn töø phöùc X vaøo phöùc X' thì vôùi moïi n∈Z �, 

Hn(f) = Hn(g). Ñaëc bieät neáu f laø moät töông ñöông daây chuyeàn thì 
Hn(f) laø ñaúng caáu. 
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    • Neáu X ≅ X' thì vôùi moãi n∈ Z, ta coù  
 

Hn(X, G)  ≅  Hn(X', G). 
 

2. DAÕY ÑOÀNG ÑIEÀU KHÔÙP 
 

  2.1. Caùc khaùi nieäm 
 

   • Phöùc K = {Kn, ∂K} ñöôïc goïi laø phöùc con cuûa phöùc X = {Xn, ∂} 
neáu moãi n∈ Z, Kn laø moâ ñun con cuûa moâ ñun Xn vaø vi phaân ∂K laø 

veát cuûa vi phaân ∂. 
 

    • Cho K = {Kn, ∂K} laø phöùc con cuûa phöùc X = {Xn, ∂}. Khi ñoù 

K
X  =     

n

n
K

X , ∂'n    vôùi ∂'n(x + Kn) = ∂n(x) + Kn-1 ñöôïc goïi laø 

phöùc thöông cuûa phöùc X theo phöùc con K. 
 

   •  Cho hoï caùc phöùc {X(n) : n ∈  Z } vaø hoï bieán ñoåi daây chuyeàn 

{f(n) : X(n) → X(n+1) : n∈  Z }. Daõy  
 

                                f(n-1)          f(n) 
. . . X(n-1) ⎯→ X(n) ⎯→ X(n+1) → . . .    (*) 

 

ñöôïc goïi laø khôùp taïi X(n) neáu  Imf(n -1) = Kerf(n). Daõy phöùc (*) 
goïi laø khôùp neáu noù khôùp taïi moïi phöùc trung gian. 
 

  
 
 
 • Vôùi X, Y, K laø caùc phöùc  f, g laø caùc bieán ñoái daây chuyeàn. Khi  
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                                            f        g 
ñoù ta goïi daõy khôùp 0 → X → Y → K → 0 , laø daõy khôùp ngaén caùc 
phöùc. Neáu vôùi moãi n ∈�, ta coù 0 → Xn → Yn → Kn → 0 laø daõy 
khôùp cheû. Khi ñoù ta noùi daõy khôùp phöùc ôû treân laø daõy khôùp cheû.   
 

   •  Cho f : X → X' laø moät bieán ñoåi daây chuyeàn. Vôùi moïi n∈  Z 

� ñaët Mn = Xn-1 ⊕ X'nvaø ∂(x, x') = (-∂(x), ∂'(x') + f(x)) vôùi moïi 
caëp (x, x') ∈ Mn. Khi ñoù M(f) := {Mn, ∂} laø moät phöùc vaø ñöôïc goïi 
laø noùn aùnh xaï cuûa bieán ñoåi f .    
 
 • Cho hai haøm töû F, G : P  → P ', töø phaïm truø P  vaøo phaïm truø P '. 
Ta noùi moät pheùp bieán ñoåi töï nhieân  Ψ : F → G laø moät hoï caùc caáu 
xaï Ψ : {ϕ(X) : F(X) → G(X)} vôùi moïi X ∈ P  thoaû ñieàu kieän : Vôùi 
baát kyø caáu xaï α : X → Y bieåu ñoà sau giao hoaùn 
 

                                               ϕ(X) 
                                       F(X) ⎯→ G(X) 
                                   F(α)                     G(α) 
                                                ϕ(Y) 
                                        F(Y) ⎯→ G(Y)  
 

  2.2 .Caùc tính chaát vaø ñònh lyù   
 

    •  Cho K laø phöùc con cuûa phöùc X. Khi ñoù moät boä caùc pheùp 
nhuùng i = {in : Kn → Xn} vaø moät boä caùc pheùp chieáu  

p =     pn :Xn→ 
n

n
K

X     laø caùc bieán ñoåi daây chuyeàn. 

 
    •  Cho f : X → X' laø bieán doåi daây chuyeàn cuûa caùc phöùc vaø M(f) 
laø noùn aùnh xaï, goïi i = {in : X'n → Mn}, π = {πn : Mn →  Xn-1} töông 
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öùng laø pheùp nhuùng vaø pheùp chieáu . Ñaët X+ = {X+, ∂+} vôùi X+
n = 

Xn-1 vaø  ∂+ = -∂, khi ñoù ta coù daõy khôùp ngaén. 
 

                                                    i       π 
Ef : 0 → X' → M → X+ → 0 

 

    ∗ Ñònh lyù daõy ñoàng ñieàu khôùp : Cho daõy khôùp ngaén caùc phöùc  
 

                                                  æ        σ 
E : 0 → X → Y → K → 0 

 

Khi ñoù daõy voâ taän sau laø khôùp 
 

                            ∂E         Hn(æ)      Hn(σ)         ∂E

. . .→ Hn+1(K) → Hn(X) → Hn(Y) → Hn(K) → Hn-1(X) → . . . 
 

∗ Ñònh lyù daõy ñoái ñoàng ñieàu khôùp : Cho daõy khôùp ngaén caùc phöùc 
coù chæ soá treân 
                                                  æ        δ 

E : 0 → X → Y → K → 0 
 

Khi ñoù daõy voâ taän sau laø khôùp 
 

                            δE         Hn(æ)      Hn(δ)          δE 

. . .→ Hn-1(K) → Hn(X) → Hn(Y) → Hn(K) → Hn+1(X) → . . . 
 

   ∗ Ñònh lyù khôùp noùn aùnh xaï : Bieán ñoåi daây chuyeàn f : X → X' 
cuøng noùn aùnh xaï M(f) xaùc ñònh daõy khôùp sau. 
  

                         f*              i*             π*               f* 

. . .→ Hn+1(X+) → Hn(X') → Hn(M) → Hn(X+) → Hn-1(X') → . . . 
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    • Cho E : 0 → X → Y → K → 0 laø daõy khôùp ngaén cheû caùc 
phöùc. Khi ñoù ta coù daõy khôùp ñoái ñoàng ñieàu. 
 

. . .→ Hn(K, G) → Hn(Y, G) → Hn(X, G) → Hn+1(K, G) → . . . 
 

    • Cho S : 0 → G' → G → G'' → 0 laø daõy khôùp caùc moâ ñun vaø X 
laø moät phöùc xaï aûnh nghóa laø Xn laø xaï aûnh vôùi moïi n∈ Z�. Khi ñoù 

ta coù daõy khôùp ñoái ñoàng ñieàu. 
 

. . .→ Hn(X, G') → Hn(X, G) → Hn(X, G'') → Hn+1(X, G') → . . . 
 

    •  Cho ξ laø phaïm truø caùc daõy khôùp ngaén caùc phöùc. Ñoái vôùi moãi 
daõy E∈ ξ, caùc ñoàng caáu noái ∂E : Hn+1(K) → Hn(X) laäp thaønh pheùp 
bieán ñoåi töï nhieân töø caùc haøm töû Hn+1(K) tôùi haøm töû Hn+1(X). 
 

3. ÑOÀNG ÑIEÀU KYØ DÒ 
 

  3.1 Caùc khaùi nieäm  
 

• Cho X laø khoâng gian toâ poâ vaø Rn laø khoâng gian Euclide n chieàu, 

vôùi a = (a1, a2, . . ., an) vaø  b = (b1, b2, . . ., bn)∈Rn  tích voâ höôùng  

< a, b >  =  ∑a
=

n

i 1
ibi. Cho caùc ñieåm u0, u1, . . ., um laø m +1 ñieåm ñoäc 

laäp a fin  trong Rn. Bao loài chöùa m + 1 ñieåm ñoù laø taäp hôïp taát caû 

caùc ñieåm  u =∑ x
=

m

i 1
iui trong ñoù ∑ x

=

m

i 1
i =1 vaø caùc xi ≥  0 ñöôïc goïi laø 

ñôn hình a fin m- chieàu . Boä thöù töï  (x0, x1, . . . , xm) goïi laø toaï ñoä 
höôùng taâm cuûa ñieåm u vôùi heä ñoäc laäp a fin : u0, u1, . . .,um. Vôùi 
moãi soá nguyeân khoâng aâm n, choïn tröôùc moät ñôn hình maãu Δn vaø 
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ñaùnh soá thöù töï caùc ñænh cuûa noù: (0, 1, . . ., n), moät aùnh xaï lieân tuïc 
T :Δn →X goïi laø moät ñôn hình kyø dò. 
 

    • Ta goïi aùnh xaï toång cuûa pheùp tònh tieán vôùi pheùp bieán ñoåi 
tuyeán tính laø pheùp bieán ñoåi a fin. Neáu v0, v1, . . ., vm laø taäp saép 
thöù töï  caùc ñieåm cuûa moät taäp loài C,. Ta goïi aùnh xaï a fin  f : E → 
E chuyeån ñænh thöù  i cuûa ñôn hình maãu Δn vaøo ñieåm vi  laø ñôn 
hình kyø dò a fin n chieàu vaø kyù hieäu laø (v0, v1, . . .vn)C : Δn → C vaø 
Jn laø pheùp ñoàng nhaát ñôn hình Δn leân chính noù. 
 

    • Goïi εi
n
  := (0, 1,...,i-1,i+1,...,n)Δ n : Δn-1 → X. Vôùi T : Δn →X 

laø ñôn hình kyø dò n chieàu, ta ñònh nghóa diT := Tεi
n laø toaøn töû laáy 

bieân thöù i cuûa T. Khi ñoù diT = Tεi
n = T(diJn) vaø didjT = dj-1di T neáu 

i < j. 
 

   •  Vôùi moãi n ≥ 0, goïi Sn(X) laø nhoùm aben töï do sinh bôûi taäp caùc 
ñôn hình kyø dò n - chieàu cuûa khoâng gian toâ poâ X. Ñònh nghóa toaùn 

töû  vi phaân ∂ : Sn(X) → Sn-1(X) cho bôûi ∂(T) = ∑
=

n

i 0
(-1)idiT, khi ñoù 

ta coù phöùc  
 

                          0      ε             ∂             ∂ 
  . . .← 0 ← Z� ← S0(X) ← S1(X) ← . . .← Sn(X) ←. . . 

 

vôùi ε laø ñoàng caáu chuyeån caùc ñôn hình kyø dò 0-chieàu vaøo phaàn töû 
1 ∈ Z�. Ta goïi nhoùm Hn(X) := Hn(Sn(X)) laø nhoùm ñoàng ñieàu kyø 

dò thöù n. 
 

    • Cho X, Y laø hai khoâng gian toâ poâ, hai aùnh xaï lieân tuïc f, g töø 
X vaøo Y ñöôïc goïi laø ñoàng luaân vôùi nhau neáu toàn taïi aùnh xaï lieân 
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tuïc F : X × [0, 1]  → Y sao cho ∀x ∈ X , ta coù F(x, 0) = f(x) vaø 
F(x, 1) = g(x). Khi ñoù ta vieát F : f ≅ g : X → Y. 
 

  3.2. Caùc tính chaát vaø ñònh lyù 
 

    • Vôùi moãi n  > 0, ñoàng ñieàu kyø dò Hn(X) laø haøm töû hieäp bieán töø 
phaïm truø caùc khoâng gian toâ poâ tôùi phaïm truø caùc nhoùm aben. 
 

   • Neáu f ≅ g : X → Y laø caùc aùnh xaï lieân tuïc ñoàng luaân vôùi nhau 
thì caùc bieán ñoåi daây chuyeàn caûm sinh S(f), S(g) : S(X) → S(Y) laø 
ñoàng luaân daây chuyeàn vôùi nhau. Hôn nöõa caùc ñoàng caáu caûm sinh 
Hn(f), Hn(g) : Hn(X) → Hn(Y) laø baèng nhau. 
 

 
B. BAØI TAÄP 

 

3.1.  Ta goïi S laø q–bieät laäp neáu Sn = 0 khi n ∉ {q, q +1} vaø ñoàng 
caáu ∂ : Sq+1 → Sq laø ñôn caáu. Chöùng minh raèng moãi phöùc X cuûa 
caùc nhoùm aben töï do Xn, laø toång tröïc tieáp cuûa caùc phöùc q–bieät 
laäp (theo vôùi moãi chæ soá q, coù chæ moät haïng töû). 
 

3.2.  Ta goïi phöùc q–bieät laäp S caùc nhoùm aben laø phöùc sô caáp neáu 
Sq+1  =  Sq  =  Z hay Sq  =  Z , Sq+1  =  0. Chöùng minh raèng moãi 

phöùc q– bieät laäp S maø Sq vaø Sq+1 laø caùc nhoùm aben töï do höõu haïn 
sinh laø toång tröïc tieáp caùc phöùc sô caáp. 
 

3.3.  Chöùng minh raèng, moãi phöùc X vôùi caùc Xn laø caùc nhoùm aben 
töï do höõu haïn sinh laø toång tröïc tieáp caùc phöùc sô caáp. 
 

3.4. Moãi moâ ñun A coù theå coi nhö phöùc taàm thöôøng vôùi A0  =  A  
vaø  An  =  0  khi  n ≠0 . 
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Cho phöùc döông X vaø bieán ñoåi daây chuyeàn  ε  :  X → A . Ñoàng 
luaân co ruùt ñoái vôùi ε laø bieán ñoåi daây chuyeàn f : A→ X sao cho εf  
=  1A  vaø ñoàng luaân s : 1 ≅ fε. Chöùng minh raèng neáu bieán ñoåi daây 
chuyeàn ε : X → A  coù ñoàng luaân co ruùt thì ta coù caùc nhoùm ñoàng 
ñieàu   
 

Hn(X)  =  0  khi    n  >  0  vaø   ε* : H0(X)   ≅   A 
 

3.5.  Chöùng minh raèng tính hôïp lyù cuûa coâng thöùc xaùc ñònh ñoàng 
caáu noái  ∂E : Hn+1(K) → Hn(X) trong ñònh lyù daõy ñoàng ñieàu khôùp.  
 

Chöùng minh tính chaát ñoàng caáu cuûa ∂E.  
 

3.6.  Haõy moâ taû ñoàng caáu noái 
 

δE :  Hn(X, G) →  Hn+1(K, G) 
 

giöõa caùc nhoùm ñoái ñoàng ñieàu, sinh ra bôûi daõy khôùp caùc phöùc  
nhoùm aben coù ñöôïc khi taùc ñoäng haøm töû Hom(-, G)  vaøo daõy 
khôùp ngaén cheû ra caùc phöùc 
 

E : 0 → X → Y → K → 0 
 

trong ñònh lyù daõy ñoái ñoàng ñieàu khôùp. 
 

3.7.  Cho daõy khôùp ngaén cheû caùc phöùc : 
 

E : 0 → X → Y → K → 0 
 

vaø G laø moâ ñun. Haõy vieát daõy ñoàng ñieàu khôùp cuûa daõy khôùp caùc 
phöùc ñöôïc taïo ra khi taùc ñoäng haøm töû Hom(G, -) vaøo daõy E. 
 

3.8.  Cho daõy khôùp ngaén cheû caùc R – moâ ñun 
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0 → A → B → C → 0 
 

vaø phöùc  X  =  {Xn, ∂} 
 

a) Haõy vieát daõy ñoái ñoàng ñieàu khôùp cuûa daõy khôùp caùc phöùc 
sau : 

 

           0 → Hom(A, X) → Hom(B, X) → Hom(C, X) → 0 
 

b) Haõy vieát daõy ñoàng ñieàu khôùp cuûa daõy khôùp  caùc phöùc sau : 
 

           0 → Hom(X, C) → Hom(X, B) → Hom(X, A) → 0 
 

3.9.  Cho daõy khôùp ngaén caùc R– moâ ñun vaø phöùc X = {Xn, ∂} 
goàm caùc moâ ñun noäi xaï. Chöùng minh raèng daõy caùc phöùc sau laø 
khôùp vaø vieát daõy ñoái ñoàng ñieàu  khôùp cuûa noù : 
 

0 → Hom(C, X) → Hom(B, X) → Hom(A, X) → 0 
 

Trong ñoù daõy khôùp ngaén caùc moâ ñun laø 
 

0 → A → B → C → 0 
 

3.10.  Cho caùc bieán ñoåi daây chuyeàn f ≅ g : X → X’. Chöùng minh 
raèng caùc daõy ñoàng ñieàu khôùp töông öùng vôùi caùc noùn aùnh xaïM(f)  
vaø M(g) laø ñaúng caáu vôùi nhau. 
 

3.11. Cho bieåu ñoà giao hoaùn caùc R - moâ ñun 

                            A  →  B  → C→ 0 

                          α↓      β↓      γ↓ 

                     0 → A’ → B’ → C’ 
Trong ñoù doøng laø khôùp. 
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Söû duïng ñònh lyù daõy ñoàng ñieàu khôùp, chöùng minh raèng töø bieåu ñoà 
treân ta coù daõy khôùp sau : 
Kerα → Kerβ → Kerγ → A’/ Imα →  B’/ Imβ → C’/ Imγ. 
3.12. Cho G laø bao loài cuûa caùc ñieåm ñoäc laäp a fin :u0, u1, . . . , um 

Chöùng minh raèng ñieåm u ∈ G laø truøng vôùi moät trong caùc ñieåm ui 
khi vaø chæ khi u luoân luoân laø moät trong hai ñaàu muùt cuûa ñoaïn 
thaúng baát kyø naèm trong  G chöùa u. 
3.13. Haõy tính caùc nhoùm ñoàng ñieàu kyø dò Hn(X) cuûa khoâng gian 
toâ poâ X chæ goàm coù moät ñieåm duy nhaát. 
3.14. Haõy söû duïng toaï ñoä höôùng taâm cuûa ñieåm u baát kyø thuoäc 
ñôn hình maãu Δn ñeå bieåu dieãn coâng thöùc cuûa ñôn hình kyø dò n – 
chieàu T baát kyø : T(u)  =  T(x0, x1, . . . , xm). Söû duïng coâng thöùc 
naøy ñeå moâ taû coâng thöùc cuûa toaøn töû laáy bieân thöù  i cuûa ñôn hình 
kyø dò T. Töø ñoù söû duïng caùc coâng thöùc ñoù ñeå chöùng minh heä thöùc  
 

didjT  =  dj-1diT     i <  j. 
3.15.  Cho X laø khoâng gian toâ poâ lieân thoâng tuyeán tính. Chöùng 
minh raèng caùc nhoùm ñoàng ñieàu kyø dò 
  

H0(X)   ≅  Z � 

3.16.  Ta noùi khoâng gian toâ poâ X laø co ruùt vaøo ñieåm x0∈ X  neáu 
caùc aùnh xaï ñoàng nhaát 1X vaø aùnh xaï haèng X vaøo x0 laø ñoàng luanâ 

vôùi nhau. Chöùng minh raèng: 
a))Moãi taäp loài C trong khoâng gian Euclide laø co ruùt vaøo baát kyø 
ñieåm w∈ C 
  b)  Neáu X laø khoâng gian toâ poâ co ruùt vaøo ñieåm x0 ∈ X thì caùc  
        nhoùm đoàng ñieàu kyø dò  
 

                      Hn(X)  =  0  khi  n  >  0  vaø  H0(X)  ≅ Z �. 
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CHÖÔNG IV 

 

HAØM TÖÛ TORn VAØ HAØM TÖÛ EXTn

 

A.TOÙM TAÉT LYÙ THUYEÁT 
 

1.HAØM TÖÛ TORn 

  
  1.1 Caùc khaùi nieäm 
 

    • Cho A laø moâ ñun, daõy khôùp caùc ñoàng caáu 
 

                                    ∂        ∂                   ∂ 
X : 0 ← A ← X0 ← X1 ← . . . ← Xn ← . . . 

 

ñöôïc goïi laø moät pheùp giaûi cuûa A. Neáu vôùi moïi n, Xn laø moâ ñun töï 
do (t.ö noäi xaï) thì daõy khôùp treân ñöôïc goïi laø pheùp giaûi töï do (t,ö 
pheùp giaûi xaï aûnh) . 
                                                                              

                                                                           ∂         ∂ 
    •  Cho A laø R - moâ ñun phaûi vaø  X : 0 ← A ← X0 ← X1 ← . . . 
laø pheùp giaûi xaï aûnh cuûa A. Vôùi moãi R-moâ ñun traùi B ta coù daõy 
nöõa khôùp 
 

                                               ∂ ⊗1        ∂ ⊗1  
X ⊗ B : 0 ← A ⊗ B ← X0 ⊗ B ← X1 ⊗ B ← . . . 

 

Tích xoaén Tor ñöôïc ñònh nghóa nhö sau:Tor0(A, B) = A ⊗ B, 
Tor(A, B) = H1(X ⊗ B),Torn(A, B) = Hn(X ⊗ B) khi n  > 1. 
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    •   Cho h : A → A' laø ñoàng caáu R-moâ ñun phaûi vaø k : B → B' laø 
ñoàng caáu R- moâ ñun traùi. Goïi X, X' laø hai pheùp giaûi xaï aûnh cuûa 
A, A'  vaø f = {fn : Xn → X'n} laø bieán ñoåi daây chuyeàn töø X vaøo X' 
thoaû f-1 = h. Ñoàng caáu (f ⊗ k)*n : Torn(A, B) → Torn(A', B') caûm 
sinh töø ñoàng caáu (fn ⊗ k)  ñöôïc goïi laø tích xoaén n - chieàu cuûa 
ñoàng caáu h, k vaø kyù hieäu laø Torn(h, k). Taïi n = 1, ta ñònh nghóa 
Tor0(h,k) = h ⊗ k. 
 

 1.2. Caùc tính chaát 
 

    •   Moïi R - moâ ñun ñeàu toàn taïi pheùp giaûi töï do. 
 

    •   Cho X, Y laø caùc pheùp giaûi xaï aûnh cuûa caùc moâ ñun A, B. 
Neáu f, g laø hai bieán ñoåi daây chuyeàn töø X vaøo Y baét ñaàu cung 
ñoàng caáu α: A → B thì X ≅ Y.  
 

   •  Hai pheùp giaûi xaï aûnh baát kyø cuûa cuøng moät moâ ñun A ñeàu 
töông ñöông ñoàng luaân vôùi nhau. 
 

    •   Tích xoaén moâ ñun Tor khoâng phuï thuoäc vaøo pheùp giaûi xaï 
aûnh  
 

    •   Tích xoaén caùc ñoàng caáu khoâng phuï thuoäc vaøo söï choïn löïa 
bieán ñoåi daây chuyeàn vaø pheùp giaûi xaï aûnh.  
 

   •  Neáu A hoaëc B laø R - moâ ñun xaï aûnh thì Torn(A, B) = 0 vôùi 
moïi n > 0. 
 

    •   Cho B laø R - moâ ñun traùi vaø daõy khôùp R - moâ ñun phaûi 
 

                                                 f       g 
0 → M → P → A → 0 
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vôùi P laø moâ ñun xaï aûnh. Khi ñoù Torn(A, B)  ≅  Torn-1(M, B) vaø 
Tor(A, B)  ≅  Ker(f ⊗ i). 
 

    •  Vôùi moïi n > 0, Torn laø haøm töû hieäp bieán cuûa hai bieán. 
 

   ∗ Ñònh lyù daõy khôùp cuûa tích xoaén  
         i) Vôùi moïi R-moâ ñun phaûi A vaø moïi daõy khôùp ngaén caùc R- 
moâ ñun traùi  
 

                                                f       g 
0 → B' → B → B'' → 0 

 

                                                 i⊗f          i⊗g            ∂E 

ta coù daõy khôùp : 0 ← A ⊗ B'' ← A ⊗ B ← A ⊗ B' ← . . .←  
                        ∂E                     g*                   f*     
Torn-1(A, B') ← Torn(A, B'') ← Torn(A, B) ← Torn(A, B'') ← . . . 
 

         ii) Vôùi moïi R-moâ ñun traùi B moïi daõy khôùp ngaén caùc R- moâ 
ñun phaûi  
 

                                                f       g 
0 → A' → A → A'' → 0 

 

                                                 i⊗f          i⊗g            ∂E 

ta coù daõy khôùp : 0 ← A'' ⊗ B ← A ⊗ B ← A ⊗ B' ← . . .←  
                        ∂E                     g*                   f*     
Torn-1(A', B) ← Torn(A'', B) ← Torn(A, B) ← Torn(A', B) ← . . . 
 

2.HAØM TÖÛ EXTn 

  
  2.1 Caùc khaùi nieäm 
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  •   Cho A, B laø caùc  R - moâ ñun traùi vaø   
                                                 ∂        ∂ 

X : 0 ← A ← X0 ← X1 ← . . . 
 

laø pheùp giaûi xaï aûnh cuûa A. Vôùi moãi R-moâ ñun traùi B ta coù daõy 
nöõa khôùp 
 

                                   δ                             δ 
Hom(X ⊗ B) : . . . ← Hom(Xn+1 ⊗ B) ← Hom(Xn ⊗ B ) ←  . . . 

 

vôùi δ = Hom(∂, i) ôû ñaây i laø ñoàng caáu ñoàng nhaát cuûa B. Tích môû 
roäng Extn ñöôïc ñònh nghóa nhö sau: Extn(A, B) = Hn(Hom(X, B)) 
vaø Ext0(A, B) = Hom(A, B). 
 

    •   Cho h : A' → A vaø k : B' → B laø caùc ñoàng caáu R- moâ ñun 
traùi. Goïi X, X' laø hai pheùp giaûi xaï aûnh cuûa A, A'  vaø f = {fn : X'n 
→ Xn} laø bieán ñoåi daây chuyeàn töø X' vaøo X thoaû f-1 = h. Ñoàng caáu 
Hom(f, k)*n : Extn(A, B) → Extn(A', B') caûm sinh töø ñoàng caáu 
Hom(fn, k)  ñöôïc goïi laø tích môû roâïng n - chieàu cuûa ñoàng caáu h, k 
vaø kyù hieäu laø Extn(h, k). Taïi n = 0, ta ñònh nghóa Exto(A, B) = 
Hom(h, k). 
 

 2.2. Caùc tính chaát 
 

       •   Tích môû roäng moâ ñun Ext khoâng phuï thuoäc vaøo pheùp giaûi 
xaï aûnh.  
 

    •   Tích môû roäng caùc ñoàng caáu khoâng phuï thuoäc vaøo söï choïn 
löïa bieán ñoåi daây chuyeàn vaø pheùp giaûi xaï aûnh.  
 

  •  Neáu A laø R - moâ ñun traùi xaï aûnh thì Extn(A, B) = 0 vôùi ∀n > 0 
vaø vôùi moïi R - moâ ñun traùi B. 
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   •  Neáu B laø R - moâ ñun traùi noäi xaï thì Extn(A, B) = 0 vôùi ∀n > 0 
vaø vôùi moïi R - moâ ñun traùi A. 
   
   •   Cho B laø R - moâ ñun traùi vaø daõy khôùp R - moâ ñun traùi 
 

                                                 f       g 
0 → M → P → A → 0 

 

vôùi P laø moâ ñun xaï aûnh. Khi ñoù Extn(A, B)  ≅  Extn-1(M, B) vaø 
Tor(A, B)  ≅  Coker[Hom(f,  i)]. 
 

    •  Vôùi moïi n > 0, Extn laø haøm töû cuûa hai bieán, phaûn bieán theo 
bieán thöù nhaát vaø hieäp bieán theo bieán thöù hai. 
 

   ∗ Ñònh lyù daõy khôùp cuûa tích môû roäng  
         i) Vôùi moïi R-moâ ñun traùi A vaø moïi daõy khôùp ngaén caùc R- moâ 
ñun traùi  
 

                                                f       g 
0 → B' → B → B'' → 0 

 
                                                                  Hom(i, f)                     Hom(i, g)       
ta coù daõy khôùp : 0 ⎯→ Hom(A, B') ⎯→ Hom(A ⊗ B) ⎯→  
                      ∂E             ∂E                        f*                     g*                       
Hom(A, B'') ⎯→ . . .⎯→ Extn(A, B') ⎯→ Extn(A, B) ⎯→  
                      ∂E

Extn(A, B'') ⎯→ Extn+1(A, B') ⎯→ . . . . 
 

         ii) Vôùi moïi R-moâ ñun traùi B, vôùi moïi daõy khôùp ngaén caùc R- 
moâ ñun traùi  
 

                                                f       g 
0 → A' → A → A'' → 0 
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                                                                     Hom(g, i)                     Hom(f, i)       
ta coù daõy khôùp : 0 ⎯→ Hom(A'', B) ⎯→ Hom(A ⊗ B) ⎯→  
                      ∂E             ∂E                        f*                     g*                       
Hom(A', B) ⎯→ . . .⎯→ Extn(A'', B) ⎯→ Extn(A, B) ⎯→  
                      ∂E

Extn(A', B) ⎯→ Extn+1(A'', B) ⎯→ . . . . 
 

B. BAØI TAÄP 
                                              
4.1.  Ta ñònh nghóa pheùp giaûi noäi xaï cuûa moät moâ ñun traùi treân 
vaønh R laø daõy khôùp  
 

X : 0 → A → X0 → X1 →  . . . → Xn → Xn+1 → . . . 
 

nhöõng moâ ñun traùi treân R, sao cho Xn laø moâ ñun noäi xaï vôùi moïi 
soá töï nhieân n. 
 

  Haõy chöùng minh raèng moïi moâ ñun traùi A treân R ñeàu coù pheùp 
giaûi noäi xaï vaø baát kyø hai pheùp giaûi noäi xaï cuûa( cuøng moät moâ ñun 
A ñeàu töông ñöông ñoàng luaân vôùi nhau. 
 

4.2.  Chöùng minh raèng moïi moâ ñun A treân vaønh chính ñeàu coù 
pheùp giaûi töï do X vôùi Xn = 0  vôùi moïi  n > 1. 
 

4.3.  Chöùng minh raèng vôùi moïi R-moâ ñun phaûi A, moïi pheùp giaûi 
xaï aûnh Y cuûa R-moâ ñun traùi cuûa B ta coù  
 

Torn(A, B)  ≅  Hn(A ⊗ Y) 
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4.4.  Cho 
 

                                                 f 
0 → A’ → P → A → 0 

 

laø daõy khôùp ngaén cuûa caùc R-moâ ñun phaûi vaø  
 

                                                g 
0 → B’→ Q → B → 0 

 

laø daõy khôùp ngaén cuûa caùc R_moâ ñun traùi trong ñoù P vaø Q laø caùc 
moâ ñun xaï aûnh. Chöùng minh raèng  
 

Torn(A, B)   ≅  Torn-2(A’, B’) 
 

vôùi moïi n >2  vaø  
 

Tor2(A, B)   ≅   Ker(f  ⊗  g) 
 

4.5.  Cho A laø R- moâ ñun phaûi baát kyø vôùi i laø ñoàng caáu ñoàng nhaát 
cuûa noù. Chöùng minh raèng caùc phaùt bieåu sau laø töông ñöông. 
 

a) Tor(A, B) = 0  vôùi moïi moâ ñun traùi B treân R. 
 

b) Torn(A, B) = 0  vôùi moïi soá töï nhieân n > 0  vaø  vôùi moïi moâ 
ñun traùi B treân R. 

 

c) Neáu f : X → Y  laø ñôn caáu caùc moâ ñun traùi treân R thì i ⊗ f 
cuõng vaäy. 

 

d) Moïi daõy khôùp nhöõng moâ ñun traùi treân R vaãn coøn khôùp döôùi 
pheùp nhaân ten xô vôùi A. 
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e) Vôùi moïi moâ ñun traùi B treân R vaø moïi daõy khôùp ngaén caùc moâ 
ñun phaûi treân R 

 

0 → A’ → A’’ → A → 0 
 

daõy sau bao giôø cuõng khôùp  
 

0 → A’ ⊗ B → A’’ ⊗ B → A ⊗ B → 0 
 

4.6.  Xeùt tröôøng hôïp vaønh R laø vaønh Z taát caû caùc soá nguyeân. Vôùi 

hai nhoùm aben baát kyø A vaø B. Ñaët S laø taäp con cuûa tích Ñeà Caùc  
W  =  A  ×  B  ×  Z goàm taát caû caùc phaàn töû (x, y, n) ∈ W  sao cho 

nx  = 0  trong A  vaø  ny  =  0  trong B. Goïi F laø nhoùm aben töï do 
sinh ra bôûi taäp S vaø G laø nhoùm con nhoû nhaát cuûa S chöùa taát caû 
caùc phaàn töû coù daïng 
 

(x1 + x2 , y, n) – (x1, y, n) – (x2, y, n) 
 

                        (x, y1 + y2, n) – (x, y1, n) – (x, y2, n) 
 

                        (x, y, mn) – (mx, y, n) 
 

                        (x, y, mn) – (x, my, n) 
 

vôùi moãi boä ba trong daáu ngoaëc laø caùc phaàn töû cuûa S. Haõy chöùng 
minh raèng  
 

Tor(A, B)   ≅   F/ G 
 

Töø ñoù suy ra Tor(A, B) = 0  neâuù  A hoaëc B khoâng xoaén. 
 

4.7.  Chöùng minh raèng vôùi hai moâ ñun baát kyø A vaø B treân moät 
mieàn iñeâan chính R ta coù 
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Torn(A, B)  =  0   vôùi moïi  n > 1 
 

                            Tor(A, B)  =  Ker (f ⊗ i) 
 

Trong ñoù f ⊗ i laø tích ten xô cuûa ñoàng caáu f : A’ → F trong moät 
daõy khôùp ngaén baát kyø 
 

0 → A’ → F → A → 0 
 

Trong ñoù F laø moâ ñun töï do vaø i laø töï ñoàng caáu ñoàng nhaát töø B 
vaøo B. 
 

4.8.  Chöùng minh raèng vôùi moãi moâ ñun A baát kyø treân moät mieàn  
iñeâan chính R vaø moät daõy khôùp ngaén baát kyø 
 

                                               f       g 
0 → B’ → B → B’’ → 0 

 

nhöõng moâ ñun traùi treân R, ta coù daõy khôùp  
 

               0 → Tor(A, B’) → Tor(A, B) → Tor(A, B’’) →  
 

                  ∂ 
                → A ⊗ B’ → A ⊗ B → A ⊗ B’’ → 0 
 

ÔÛ ñaây ∂ laø ñoàng caáu noái, coøn caùc ñoàng caáu khaùc laø tích xoaén vaø 
tích ten xô cuûa ñoàng caáu ñoàng nhaát i : A → A vaø caùc ñoàng caáu f 
vaø g töông öùng. 
 

4.9.  Neáu A vaø B laø caùc nhoùm aben höõu haïn, chöùng minh raèng  
 

A ⊗ B   ≅   Tor(A, B) 
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4.10. Cho daõy khôùp ngaén  
 

                                               f       g 
0 → B’→ B → B’’ → 0 

 

Moâ taû ñoàng caáu noái ∂E trong ñònh lyù daõy khôùp cuûa tích môû roäng. 
 

0 ⎯→ Hom(A, B’) ⎯→ Hom(A, B) ⎯→ Hom(A, B’’) 
 

                      ∂E                         f*   
⎯→ Ext(A, B’)  ⎯→ Ext(A, B) ⎯→ . . . 

 

4.11.  Cho Avaø B laø caùc R-moâ ñun traùi treân R. Choïn pheùp giaûi 
noäi xaï baát kyø Y cuûa B. Chöùng minh raèêng vôùi moïi soá nguyeân 
döông n ta coù  
 

Hn[Hom(A, Y)]   ≅   Extn(A, B) 
 

4.12.  Cho A vaø B laø caùc R-moâ ñun traùi treân R vaø moät daõy khôùp 
ngaén baát kyø  
 

    g 
0 → B → J → B’ →0 

 

Vôùi  moâ ñun noäi xaï J treân R. Chöùng minh raèng  
 

Extn(A, B)  ≅  Extn-1(A, B’),   n > 1 
 

                          Ext(A, B)  ≅  Coker[Hom(i,g)]. 
 

4.13.  Cho caùc daõy khôùp ngaén  
 

                                                  f 
0 → A’ → P → A → 0 
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     g 
0 → B → J → B’ → 0 

 

nhöõng moâ ñun traùi treân R, trong ñoù P laø moâ ñun xaï aûnh vaø J laø 
moâ ñun noäi xaï. Chöùng minh raèng  
 

Extn(A, B)  ≅  Extn-2(A’, B’)     n > 2 
 

Ext2(A, B)  ≅  Coker[Hom(f, g)]. 
 

4.14.  Chöùng minh raèng vôùi moãi moâ ñun traùi baát kyø A treân R, caùc 
phaùt bieåu sau laø töông ñöông. 
 

a) A laø xaï aûnh. 
 

b) Ext(A, B) = 0  vôùi moïi moâ ñun traùi B treân R. 
 

c)  Extn(A, B) = 0  vôùi moïi n > 0 vaø moïi moâ ñun traùi B treân R. 
 

4.15.  Chöùng minh raèng vôùi moãi moâ ñun traùi baát kyø B treân R caùc 
phaùt bieåu sau laø töông ñöông. 
 

a) B laø noäi xaï  
 

b) Ext(A, B)  = 0 vôùi moïi moâ ñun traùi treân A treân R. 
 

c) Extn(A, B) vôùi moïi n > 0  vaø moïi R-moâ ñun traùi A. 
 

4.16.  Chöùng minh raèng vôùi moãi moâ ñun A baát kyø treân mieàn 
iñeâan chính  R vaø moãi daõy khôùp ngaén baát kyø 
 

0 → B’ → B → B’’ → 0 
 

nhöõng moâ đun traùi treân R, ta coù daõy khôùp 
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                0 → Hom(A, B’) → Hom(A, B) → Hom(A, B’’) →  
                  δ 
                → Ext(A, B,) → Ext(A, B) → Ext(A, B’’) → 0 
 

Trong ñoù δ laø ñoàng caáu noái coøn caùc ñoàng caáu khaùc laø caùc haøm 
hom vaø tích môû roäng cuûa ñoàng caáu ñoàng nhaát i : A → A vaø caùc 
ñoàng caáu f vaø g töông öùng. 
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PHAÀN II 
 

LÔØI GIAÛI VAØ HÖÔÙNG DAÃN 
 

CHÖÔNG I 
 
1.1  
(⇒) Giaû söû X laø R- moâ ñun traùi. Vôùi moïi r∈ R, ta ñònh nghóa 
 

fr : X ⎯→ X 
x → rx 

 

Vôùi moïi x1, x2 ∈ X,  ta coù  
 

fr (x1 + x2) 
 

                                     =  r(x1 + x2) 
 

                                     =  r x1 + r x2 
 

                                     = fr (x1) + fr (x2) 
 

Suy ra fr ∈ Hom� (X, X). Vôùi moïi x ∈X, vôùi moïi r, s ∈ R. Ta coù 
 

   •  f1(x)  =  1.x  =  x   ⇒  f1 = 1X                                                                      (1) 
 

   •  fr+s (x) = (r + s)x =  rx + sx =  fr (x) + fs (x)  
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    ⇒    fr+s = fr + fs                                                                                                       (2) 
 

   •  frs(x) =  rs x = fr (s x) = fr fs (x) 
    ⇒ frs = fr fs                                                                             (3) 
 

Xeùt aùnh xaï   
ϕ : R ⎯→ Hom�(X, X) 

r → fr 
 

Theo (1), (2), (3) thì ϕ chính laø ñoàng caáu vaønh caàn tìm . 
 

(⇐) Giaû söû toàn taïi ñoàng caáu vaønh  ϕ : R→ Hom�(X, X) thoaû maõn 
ϕ (1)  =  1X. Ta ñònh nghóa pheùp nhaân ngoaøi töø R vaøo X nhö sau. 
 

r.x = ϕ (r)(x)   vôùi moïi r∈ R, vôùi moïi x ∈ X 
 

Vôùi pheùp toaùn ñònh nghóa treân, X trôû thaønh R-moâ ñun traùi. Thaät 
vaäy, vôùi moïi x, y ∈ X, r, s ∈ R  
 

• M1 : 1.x = ϕ (1)(x) = 1X (x) = x. 
 

• M2 :(rs)x = ϕ(rs)x = ϕ(r)[ϕ(s)(x)] = ϕ(r)(sx) = r(sx). 
 

• M3 : r(x + y) = ϕ(r)(x + y) = ϕ(r)x + ϕ(r)y = rx + ry. 
 

• M4 : (r + s)x = ϕ(r + s)(x) = [ϕ(r) + ϕ(s)](x) = ϕ(r)(x) + 
ϕ(s)(x) = rx + sx. 

 

1.2.                
  x + y = -[-(x + y)] 
 

           = -[(-1)(x + y)] 
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           = -[(-1)x + (-1)y] 
 

           = -(-1)y –(-1)x 
 

           = y + x.(ñpcm)   
 

1.3.  Vôùi moïi t, s ∈ K, r ∈ R, ta coù 
 

sx + tx  =  (s + t)x ∈ Kx 
 

r(sx)  =  (rs)x ∈ Kx 
 

Vaäy Kx laø moâ ñun con cuûa X. 
 

1.4.  
a) Laáy x, y ∈ τ(X), khi ñoù toàn taïi λ, μ ∈ R\ {0} sao cho  

 

λx = 0 ,  μy = 0 

vaäy λμ (x + y) =  λμ(x) + λμ(y) = μ(λx) + λ(μy) =  0, do ta coù  
μλ ≠ 0 neân  x + y ∈ τ(X).  
 

Vôùi  moïi r∈ R, ta coù λr ∈ R, khi ñoù λrx = rλx = 0. Vaäy rx ∈ 
τ(X) bôûi λ ≠ 0. 
 

b) Giaû söû A laø moâ ñun con cuûa moâ ñun xoaén X. Khi ñoù ∀x ∈ A 
thì x laø phaàn töû khoâng xoaén, ñieàu naøy chöùng toû A ⊆ τ(A). Hieån 
nhieân τ(A) ⊆ A. Vaäy A laø moâ ñun xoaén. 
 

c) Theo giaû thieát  
 

X = {x ∈ X : ∀λ ∈ R\{0}, λx ≠ 0}  {0} U
 

   Vôùi A laø moâ ñun con cuûa X neân 
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                        A = {x ∈ A : ∀λ ∈ R\{0}, λx ≠ 0} U  {0} 
 

   do ñoù A laø moâ ñun khoâng xoaén. 
 

d) Laáy x + τ(X) ∈ τ [X / τ(X)], khi ñoù toàn taïi λ ∈ R\{0} sao cho 
 

λx + τ (X)  = τ(X) 
 

   Vaäy λx ∈ τ(X), suy ra coù r∈ R\{0} sao cho rλx = 0 vôùi rλ ≠ 0. 
Ñieàu naøy chöùng toû x ∈ τ(X) hay x + τ(X)  =  0. Vaäy  τ[X / τ(X)]  
=  {0}, suy ra  X / τ(X) laø moâ ñun khoâng xoaén.  

 

e) Laáy x ∈ Q/Z� khi ñoù  
 

x : = mn-1
 + Q/Z� vôùi m ∈ Z, n ∈ Z \{0} 

 

    Ta coù nx  = m + Q/Z = 0, do ñoù x ∈ τ(Q/Z) ñieàu naøy chöùng toû    

Q/Z = τ(Q/Z)  töùc  Q/Z laø moâ ñun xoaén . 
   

1.5.  
a) Giaû söû x1, x2 laø phaàn töû tuyø yù cuûa δ(X). Vôùi moïi 0 ≠ λ ∈ R 

khi ñoù toàn taïi y1, y2 ∈ X sao cho x1 = λy1 , x2 = λy2 . Vaäy    
 

x1 + x2 = λy1 + λy2 = λ(y1 + y2)                           (1) 
 

Vôùi moïi r ∈ R, ta coù ry ∈ X vaø rx = r(λy) = λ(ry)      (2) 
 

Töø (1) vaø (2)  suy ra δ(X) laø moâ ñun chia ñöôïc. 
 

b) Giaû söû  X laø moâ ñun chia ñöôïc vaø A laø moâ ñun con cuûa X. 
Vôùi moïi x ∈ X, 0 ≠ λ ∈ R khi ñoù toàn taïi y ∈ X sao cho 
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x = λy suy ra x + A = λy + A. Ñieàu naøy chöùng toû moâ ñun 
thöông cuûa moâ ñun chia ñöôïc laø moâ ñun chia ñöôïc. 
 

c) Laáy x := mn-1 ∈Q, vôùi m∈ Z, n ∈ N. Vôùi moïi 0 ≠ k ∈ Z�  

laáy y := mk-1n-1 ∈ Q, ta coù x = ky. Vaäy Q laø Z-moâ ñun 

chia ñöôïc. Töø Z laøZ- moâ ñun con cuûa Q, theo (b) thì Q/Z  

laø moâ  ñun chia ñöôïc . 
 

1.6.     Goïi S laø heä sinh cuûa X, khi ñoù vôùi moïi x ∈ R 
 

x := ∑h.h ri si   vôùi  ri ∈ R, si ∈ S 
 

f(x)  =  f( ∑h.h ri si ) = ∑h.h ri f(si) 
 

Vaäy f duy nhaát xaùc ñònh  bôûi giaù trò cuûa f treân heä sinh S cuûa X. 
Deã thaáy khoâng phaûi aùnh xaï g : S→ Y naøo cuõng coù theå  môû roäng 
thaønh ñoàng caáu f ñi töø X vaøo Y. Ta xeùt ví duï sau, xem Z nhö laø 

�Z-moâ ñun. Vôùi 2, 3 laø hai phaàn töû nguyeân toá cuøng nhau trong 

� ta coù  S = {2, 3} laø taäp sinh cuûa Z. Xeùt aùnh xaï 
 

g : S → Z cho bôûi g(2) =  -1  vaø  g(3)  =  0 
 

Giaû söû g thaùc trieån  thaønh ñoàng caáu f maø f⏐S  = g, khi ñoù  
 

f(1)  =   f(-1× 2 + 3)  =   -1f(2) + f(3)  =  1 
 

      Suy ra  f(5) = 5f(1) = 5×1 = 5  
 

      nhöng   f(5) = f(2 + 3) = f(2) + f(3) = -1.  
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Ñieàu voâ lyù naøy chöùng toû g khoâng thaùc trieån thaønh ñoàng caáu 
ñöôïc. 
 

     Ñeå g coù theå thaùc trieån thaønh ñoàng caáu f, ñieàu kieän cuûa S laø cô 
sôû cuûa X. Thaät vaäy, giaû söû  S := {xi}i∈I laø cô sôû cuûa X, khi ñoù vôùi 
x ∈ X, x ñöôïc vieát duy nhaát 
 

x :=  ∑hh ri xi  vôùi  ri ∈ R, xi ∈ S          (*) 
 

Ñònh nghóa aùnh xaï f : X→ Y cho bôûi f(x) := ∑hhri g(xi). Töø söï duy 
nhaát cuûa (*) aùnh xaï f hoaøn toaøn xaùc ñònh, deã thaáy f laø R- ñoàng 
caáu vaø f thu heïp treân S chính laø aùnh xaï g. 
 

1.7.  Vì  f vaø g laø hai R-ñoàng caáu neân (f – g) cuõng laø R- ñoàng caáu 
do doù Ker (f - g) laø moâ ñun con cuûa X. Maët khaùc 
 

Ker(f - g) = {x ∈ X : (f – g)(x) = 0} 
 

                   = {x ∈ X : f(x) – g(x) = 0} 
 

                   = {x ∈ X : f(x) = g(x)} = A 
 

Vaäy A laø moâ ñun con cuûa X (ñpcm). 
 

1.8.  
a) Giaû söû B laø moâ ñun con cuûa Imf,  khi ñoù f-1(B) laø moâ ñun con 

cuûa X. Vì X laø moâ ñun ñôn neân   
 

f-1(B) = X    hoaëc      f-1(B) = 0 
 

ñieàu naøy töông ñöông vôùi 
 

B =  Imf   hoaëc   B = 0. 
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 Vaäy Imf laø moâ ñun ñôn. 
 

b) Do X laø moâ ñun ñôn neân ta coù  
 

Kerf = 0    hay    Kerf = X. 
 

Töø Imf ≠ 0 cho ta Kerf ≠ X  vaäy Kerf = 0 töùc  f laø ñôn caáu . 
 

1.9.  Xeùt aùnh xaï 
 

f : B ⎯→  (A + B) / A 
b → b + A 

 

Deã thaáy f laø ñoàng caáu. Hôn nöõa neáu  (a + b) + A ∈ (A + B)/ A 
vôùi a ∈ A , b ∈ B  thì  f(b) = b + A =  (a +  b) + A ∈ (A + B)/ A do 
ñoù f laø toaøn aùnh. Theo ñònh lyù Noether f caûm sinh ra ñaúng caáu  
 B/ Kerf  ≅  (A + B) / A, nhöng 
 

Kerf = {x ∈ B : f(x) = 0} 
 

            = {x ∈ B : x + A = 0} 
 

                     = {x ∈ B : x ∈ A} = A B I
 

Do ñoù  
                      BA

B
I

       ≅        B
B A +  

 

1.10.  Xeùt aùnh xaï töï nhieân 
 

π : X/ N ⎯→ X/M 
x + N → x + M 
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Do N ⊆ M neân aùnh xaï π hoaøn toaøn xaùc ñònh, hôn nuõa deã thaáy π 
coøn laø toaøn caáu. Maêt khaùc  
 

Ker π = {x + N ∈ X/ N : x + M  = 0} 
 

   = {x + N ∈ X/N : x ∈ M} 
 

                                   = {x + N∈ M/ N } = M/ N 
 

 Suy ra toàn taïi ñaúng caáu  
 

                   M
X

N
M

N
X

≅           

 

1.11. Laáy x ∈ X, x = h(x) + [x – h(x)], nhöng h[x - h(x)] = h(x) - 
h2(x) = 0  do ñoù x ∈ Imh + Kerh suy ra X = Imh + Kerh. Baây giôø 
neáu y∈ Imh Ker H, töø  y ∈ Imh  aét toàn taïi z ∈ X maø h(z) = y. 
Maët khaùc y∈ Kerh neân ta coù  

I

 

0  =  h(y)  =  h2(z)  =  h(z)  =  y 
 

Ñieàu naøy chöùng toû  Imh Kerh  = {0}. Vaäy  X = Imh  ⊕  Kerh. I
 

1.12.  Ñeå chöùng minh  C  =  A  ⊕  B . Ta chæ caàn chöùng minh 
ñaúng thöùc (2)  ñöôïc suy ra tröïc tieáp bôûi hai ñaúng thöùc coøn laïi. 
Thaät vaäy, töø 
 

j1p1 + j2p2  =  1C 
                                 
                                 ⇒     p1j1p1 + p1j2p2 = p11C 

 

                                 ⇒     1Ap1 + p1j2p2  = p1
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                                 ⇒      p1j2p2 = 0 
 

                                 ⇒   p1j2p2j2 = 0 
 

                                 ⇒      p1j21B = 0 
                                
                                 ⇒      p1j2 = 0 
 

Chöùng minh hoaøn toaøn töông töï ta coù p2j1 = 0.  
 

1.13.  
a) Laáy x :=(xi)i∈I ∈ τ(X), khi ñoù toàn taïi 0 ≠ λ ∈ R sao cho  λx 

= (λxi)i∈I  =  0 suy ra λxi = 0 vôùi moïi i ∈ I, ñieàu naøy cho ta  
xi ∈ τ(Xi) vôùi moïi  i ∈ I. Vaäy x ∈ ∑i∈I τ(Xi) . 

 

   Baây  giôø neáu x := (xi) ∈ ∑i∈I τ(Xi) , khi ñoù vôùi moãi i ∈ I 
maø xi ≠ 0 toàn  taïi λi ∈ R sao cho  λixi = 0. Ñaët    
 

λ  =  ∏
∈Ii

 λi

                                                                         

Vì chæ coù höõu haïn xi ≠ 0 neân λ hoaøn toaøn xaùc ñònh. Roõ 
raøng λxi  =  0  vôùi moïi i∈ I, do ñoù x ∈ τ(X) . 

 

b) Giaû söû {Xi}i∈I laø hoï moâ ñun xoaén, khi ñoù  
 

∑
∈Ii

Xi  =  ∑
∈Ii

τ(Xi)   =  τ (∑
∈Ii

Xi) 

 

             do ñoù toång tröïc tieáp caùc moâ ñun xoaén laø moâ ñun xoaén . 
 

c) Giaû söû {Xi}i∈I laø hoï moâ ñun khoâng xoaén maø toång tröïc  
tieáp cuûa noù khoâng phaûi laø moâ ñun khoâng xoaén. Khi ñoù toàn 
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taïi (xi) ∈ ∑ Xi vaø 0 ≠ λ ∈ R sao cho λ(xi) = (λxi) = 0 suy 
ra coù j ∈ I maø λxj  = 0, ñieàu naøy maâu thuaån vôùi giaû thieát 
Xj laø moâ ñun khoâng xoaén. Vaäy ta coù toång tröïc tieáp hoï moâ 
ñun khoâng xoaén laø moâ ñun khoâng xoaén. 

 

1.14.  Laáy  (xi)∈ δ(X), vôùi moïi 0 ≠ λ ∈ R khi ñoù coù (yi) ∈ X sao 
cho λ(yi) = (λyi) = (xi) suy ra xi ∈ δ(Xi) vôùi moïi i ∈ I, do ñoù x ∈ 

δ(X∏
∈Ii

i) . 

 

  Laáy (xi) ∈ ∏ δ(Xi), vôùi moïi 0 ≠ λ ∈ R. Khi ñoù moãi i ∈ I toàn taïi 
yi ∈ Xi sao cho xi = λyi , do ñoù (xi) = (λyi) = λ(yi) vaäy (xi) ∈ δ(X). 
Baây giôø neáu {Xi} laø hoï moâ ñun chia ñöôïc theo chöùng minh treân 
thì 
 

∏
∈Ii

Xi = ∏
∈Ii

δ(Xi)  =  δ(∏X
∈Ii

i) 

 

laø moâ ñun chia ñöôïc. Do ñoù tích tröïc tieáp cuûa hoï moâ ñun chia 
ñöôïc laø moâ ñun chia ñöôïc. Chöùng minh hoaøn toaøn töông töï ta 
nhaän ñöôïc toång tröïc  tieáp cuûa hoï moâ ñun chia ñöôïc laø moâ ñun 
chia ñöôïc. 
 

1.15.  
a) Giaû söû X laø moâ ñun höõu haïn sinh vaø A laø moâ ñun con cuûa noù, 
goïi {x1, x2, . . ., xn} laø heä sinh cuûa X, khi ñoù moãi x ∈ X 
 

x :=  ∑ r
=

n

i 1
ixi  vôùi ri ∈ R, 
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Vaäy moãi x + A ∈ X/ A thì x + A = ∑ r
=

n

i 1
ixi + A = r∑

=

n

i 1
i(xi + A), do 

ñoù taäp {x1 + A, x2 + A, . . . , xn + A} chính laø heä sinh cuûa X/A. 
 

b) (⇒) Giaû söû X laø toång tröïc tieáp cuûa hoï {Xi}i∈I, goïi taäp sinh cuûa 
X laø  
                      S := {∑

∈Ii
x1i, ∑

∈Ii
 x2i, . . . , x∑

∈Ii
ni}.  

 

Vôùi moïi i ∈ I aùnh xaï πi : ⊕
∈Ii

 Xi ⎯→ Xi laø toaøn aùnh. Maët khaùc 

vôùi x ∈ X, ta coù  
                              

         x = r∑
=

n

j 1
j ∑
∈Ii

 xji   =   ∑
∈Ii
∑
=

n

j 1
rjxji 

                                                                                 

                ⇒      πi(x)  =  r∑
=

n

j 1
jxji

                                     
Ñieàu naøy chöùng toû vôùi moïi i ∈ I, taäp {x1i, x2i, . . ., xni} chính laø 
taäp sinh cuûa Xi. Hôn nöõa, do caùc xji xuaát hieän trong S chæ co ùhöõu 
haïn khaùc khoâng neân haàu heát caùc taäp sinh cuûa caùc Xi ñeàu chöùa 
toaøn phaàn töû 0, noùi caùch khaùc thì haàu heát caùc Xi baèng khoâng. 
 

(⇐) Giaû söû moãi Xi höõu haïn sinh vaø haàu heát caùc Xi baèng khoâng. 
Coù theå giaû thieát raèng caùc Xi ≠ {0} laø X1, X2, . . . , Xn Vôùi moãi  
 i = 1, 2, . . . , n , ñaët : 
 

Si = {x1i, x2i, . . . , xm(i)i} 
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laø taäp sinh cuûa Xi. Khi ñoù: ∀x ∈ ⊕
∈Ii

Xi = X⊕
=

n

1i
i ñöôïc phaân tích 

döôùi daïng x = ∑x
=

n

i 1
i = r∑

=

)(

1

im

k
kxki. Ñieàu naøy chöùng toû S = U

n

i 1=
Si laø 

heä sinh cuûa toång tröïc tieáp caùc Xi. Do S höõu haïn neân toång tröïc 

tieáp ⊕X
=

n

1i
i laø höõu haïn sinh  

 

1.16.    
     i) Giaû söû hoï {fi : Xi → Yi : i ∈ I} laø ñôn caáu, ñaët  f := ⊕

∈Ii
 fi , 

khi ñoù  
 

Kerf = {∑
∈Ii

Ji
X(xi) ∈ ⊕

∈Ii
Xi :  f [ J∑

∈Ii
i
X(xi)] = 0} 

 

    = {∑
∈Ii

Ji
X(xi) ∈ ⊕

∈Ii
Xi :  ∑

∈Ii
fJi

X(xi) = 0} 

 

      = {∑
∈Ii

Ji
X(xi) ∈ ⊕

∈Ii
Xi :  ∑

∈Ii
Ji

Yfi (xi) = 0} 

 

                         = {∑
∈Ii

Ji
X(xi) ∈ ⊕

∈Ii
Xi :  fi (xi) = 0 vôùi moïi i∈ I} 

 

              = {∑
∈Ii

Ji
X(xi) ∈ ⊕

∈Ii
Xi :  xi = 0 vôùi moïi i∈ I} 

 

                          = 0 
 

Vaäy f laø ñôn caáu . 
 

 79



 Giaû söû {fi : Xi → Yi : i ∈ I} laø toaøn caáu laáy, ∑
∈Ii

Ji
Y(yi) ∈ ⊕

∈Ii
Yi   

vì moãi i ∈ I, fi laø toaøn aùnh neân toàn taïi xi ∈ Xi sao cho fi(xi) = yi, 
do ñoù  
 

f [∑
∈Ii

Ji
X(xi)]  =  ∑

∈Ii
fJi

X(xi) 

 

                       =  ∑
∈Ii

Ji
Yfi (xi) 

 

                    =  ∑
∈Ii

Ji
Y(yi) 

 

        =  y 
  

suy ra f toaøn caáu. Töø caùc chöùng minh treân, neáu moãi fi laø ñaúng caáu 
thì ⊕ fi laø ñaúng caáu.  
 

   ii)   Giaû söû   {fi : Xi → Yi  : i ∈ I} laø ñôn caáu , ñaët f := ∏
∈Ii

fi . 

Khi ñoù 
 

Kerf = {(xi) ∈ ∏
∈Ii

Xi : f[(xi)i∈I] = 0} 

                                     = {(xi) ∈ ∏
∈Ii

Xi : (fi[xi])i∈I = 0} 

 

          = {(xi) ∈ ∏
∈Ii

Xi : fi(xi) = 0, vôùi moïi i∈ I}                   

     = {(xi) ∈ ∏
∈Ii

Xi : xi  = 0, vôùi moïi i ∈ I} 

 

                           = {0} 
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Vaäy f laø ñôn caáu . Baây giôø neáu hoï {fi : Xi → Yi} laø toaøn aùnh . 
Laáy y := (yi)i∈I ∈ ∏

∈Ii
Yi , vôùi moãi i ∈ I vì fi laø toaøn aùnh neân toàn 

taïixi ∈ Xi sao cho fi (xi) = yi,, khi ñoù 
 

f[(xi)i∈I]  = (fi[xi])i∈I = (yi)i∈I = y 
 

Vaäy f laø toaøn caáu. Nhö vaäy ∏
∈Ii

fi laø ñaúng caáu neáu hoï {fi : Xi → 

Yi} laø ñaúng caáu . 
                                       f               g 
1.17.                       A              B              C            0 
                                              h      ϕ 
 
                                                 X 
 

Vôùi moïi c ∈ C, choïn b ∈ g-1(c), ñieàu naøy  hoaøn toaøn xaùc ñònh bôûi 
giaû thieát g laø toaøn aùnh. Vôùi caùch choïn naøy, ñònh nghóa ϕ : C → X  
cho bôûi ϕ(c) = h(b). Neáu b1, b2 thuoäc veà g-1(c) thì (b1 – b2) ∈ Kerg 
= Imf, do ñoù toàn taïi a ∈ A sao cho f(a) = b1 – b2. Töø hf = 0, ta 
nhaän ñöôïc  
 

       hf(a)  =  0  
 

⇔ h(b1 – b2) = 0 
 

                                    ⇔    h(b1) – h(b2) = 0 
 

⇔ h(b1) = h(b2) 
 

Ñieàu naøy chöùng toû ϕ ñöôïc ñònh nghóa toát. Baây giôø ta chöùng toû ϕ 
laø ñoàng caáu.  
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Vôùi moïi c1, c2 ∈ C, laáy b1 ∈ g-1(c1), b2 ∈ g-1(c2). Khiñoù  
 

g(b1  + b2) = g(b1) + g(b2) =  c1 + c2 
 

Vaäy b1 + b2 ∈ g-1(c1 + c2) , suy ra  
 

ϕ(c1 + c2) = h(b1 + b2) = h(b1) + h(b2) = ϕ(c1) + ϕ(c2) 
 

ñieàu naøy chöùng toû ϕ laø ñoàng caáu.  
 

Vôùi moïi b ∈ B, do g laø toaøn caáu neân toàn taïi c∈ C sao cho             
b ∈ g-1(c)  
 

vaäy          ϕ[g(b)] = ϕ(c) = h(b)  
 

suy ra      ϕg = h. 
 

   Neáu μ laø ñoàng caáu thoaû ñieàu kieän μg = h. Vôùi moïi c ∈ C, choïn 
b ∈ g-1(c), khi ñoù  
 

μ(c) = μg(b) = h(b) = ϕ(c) 
 

suy ra μ = ϕ, do ñoù ϕ laø duy nhaát. 
 

Caùch khaùc : AÙp duïng ñònh lyù Noether veà toaøn caáu vaø heä quaû 
cuûa noù. Cho toaøn caáu g : B → C vaø ñoàng caáu h : B → X ta coù 
ñaúng caáu g’ : B/Kerg ≅ C vaø ñôn caáu h’ : B/Kerh → X. Vì doøng 
khôùp neân Imf = Kerg vaø B/Kerh = B/Imf vì hf = 0 neân Imf ⊆ 
Kerh, cho pheùp xaùc ñònh ñoàng caáu θ : B/Imf → B/Kerh maø θ(x + 
Imf) = x + Kerh. Khi ñoù ñoàng caáu ϕ : C → X laø söï keát hôïp cuûa ba 
ñoàng caáu  
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                            g’-1                                    θ                      h’ 
C →  B/Kerg = B/Imf  →  B/Kerh  →  X. 

 

1.18.                                             
                                                          X 

                                         ψ             h 

                            

                            0              A      f     B     g        C 
 

Do f laø ñôn aùnh neân toàn taïi ñaúng caáu μ : Imf →  A maø μf = 1A vaø 
fμ = 1Imf. Theo giaû thieát gh = 0, ta nhaän ñöôïc Imh ⊆ Kerg. Do 
doøng laø khôùp neân Imf = Kerg, vaäy Imh  ⊆ Imf, cho pheùp ta ñònh 
nghóa aùnh xaï 

 

ψ : X ⎯→ A 
x → μh(x) 

 

  Vì  ψ laø söï keát hôïp cuûa hai ñoàng caáu 
 
                                                       h              μ 

X  →  Imf  →  A 
 

  Vaäy ψ laø ñoàng caáu. Hôn nöõa, vôùi moïi x ∈ X 
 

fψ(x)  =  fμh(x) =  h(x) 
 

suy ra fψ = h. 
 

   Baây giôø giaû söû ϕ laø ñoàng caáu thoaû fϕ = h, khi ñoù vôùi moïi x ∈ 
X, ta coù  
 

ϕ(x) = μfϕ(x) = μh(x) = ψ(x) 
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Vaäy ψ laø duy nhaát. 
                                 
1.19.                                        
                                                            f           g 
                                         0 ⎯→ A ⎯→ X ⎯→ C ⎯→ 0 
 

Do g laø toaøn caáu neân X/ Kerg  ≅  C.  
 

  Töø giaû thieát C höõu haïn sinh neân X/ Kerg höõu haïn sinh. Maët 
khaùc, töø doøng laø khôùp neân Imf = Kerg. Do ñoù X/ Imf  höõu haïn 
sinh. Vì f laø ñôn caáu neân caûm sinh ñaúng caáu töø Imf vaøo A, suy ra 
Imf höõu haïn sinh bôûi  A höõu haïn sinh. 
 

  Goïi     {x1 + Imf, x2 + Imf, . . . , xn + Imf} laø taäp sinh cuûa X/ Imfø 
               {y1, y2, . . . , ym} laø taäp sinh cuûa Imf 
 

Khi ñoù vôùi x ∈X 
 

             x + Imf = ( r∑
=

n

i 1
i xi) + Imf    vôùi ri ∈ R 

 

⇒ x - (∑ r
=

n

i 1
i xi) ∈ Imf   

 

⇒ x - (∑ r
=

n

i 1
i xi) =  s∑

=

m

j 1
j yj       vôùi rj ∈ R 

 

⇒ x  = r∑
=

n

i 1
i xi  + s∑

=

m

j 1
j yj           (*) 
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Ñaúng  thöùc  (*)  chöùng toû taäp {x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , ym} laø 
taäp sinh cuûa X. Vaäy X höõu haïn sinh. 
 
1.20. Tröôùc khi chöùng minh ta xeùt boå ñeà sau. 
 

Boå ñeà : Cho X laø R-moâ ñun vaø A laø moâ ñun con cuûa noù, khi ñoù 
 

a) Neáu X/ A vaø A höõu haïn sinh  thì X höõu haïn sinh. 
 

b) Neáu X höõu haïn sinh thì X/A höõu haïn sinh.  
 

Chöùng minh 
 

a) Töông töï caùch chöùng minh baøi 1.19. 
 

b) Goïi {x1, x2, . . . , xn} laø taäp sinh cuûa X, vôùi x ∈ X 
 

                x :=  ∑ r
=

n

i 1
i xi      vôùi ri ∈ R 

 

⇒ x + A = (∑ r
=

n

i 1
i xi)  + A  =  ∑ r

=

n

i 1
i (xi  + A)   

 

Do ñoù  taäp   {x1 + A, x2 + A, . . . , xn + A} laø taäp sinh cuûa X/ A, 
vaäy X/A laø höõu haïn sinh (ñpcm). 
 

  Baây giôø theo (b) thì (X1 + X2)/ X2 höõu haïn sinh. Töø  
 

                            X1 + X2         ≅        X1

                                         X2                    X1IX2 
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neân  X1/ (X1 + X2)  höõu haïn sinh. AÙp duïng (a) cho X1/(X1 XI 2) 
vaø X1 XI 2 ta nhaän ñöôïc X1 höõu haïn sinh. Chöùng minh hoaøn toaøn 
töông töï ta coù X2 höõu haïn sinh. 
 

1.21.                                           
                                                           0 

  
 

                                                           Y 
                                                    β 

            0                  X      α          A     α’      X/ 

                                                         β’    
                                                     
                                                      Y/   
 

(⇒) Giaû söû α'β laø ñôn caáu . Laáy x ∈ Kerβ'α, khi ñoù  
 

                                         β'α (x) = 0.  
 

Suy ra α(x) naèm trong Kerβ'.  
 

    Do coät khôùp neân Kerβ' = Imβ, aét toàn taïi y ∈Y sao cho β(y)  =  
α(x) , ñieàu naøy daãn tôùi α'β(y) = α'α (y) = 0 bôûi doøng laø khôùp. 
 

    Vôùi giaû thieát α’β laø ñôn aùnh ta coù y = 0, vaäy  
 

α (x) = β(y) = 0. 
 

 Maët khaùc α laø ñôn aùnh neân ta nhaän ñöôïc x = 0, vì vaäy  
 

Kerβ'α = {0} 
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töùc β'α laø ñôn caáu. 
 

(⇐) Giaû söû β'α laø ñôn caáu . Laáy y ∈ Kerαβ', khi ñoù  
 

α'β(y) = 0 
 

suy ra β(y) naèm trong Kerα' .  
 

      Töø doøng laø khôùp ta coù Kerα' = Imα vaäy toàn taïi x ∈ X sao cho 
α(x) = β(y) ñieàu naøy daãn ñeán  
 

β'α (x) = β'β (y) = 0. 
 

  Töø β'α laø ñôn caáu ta coù x = 0, do ñoù β(y)  =  α(x) = 0. Do β laø 
ñôn caáu neân y = 0, vì vaäy Kerα'β =  0 töùc α'β laø ñôn caáu. 
 

Caùch khaùc: Do doøng khôùp ta coù α ñôn caáu vaø Imα = Kerα’. Do 
coät laø khôùp ta coù β ñôn caáu vaø Imβ = Ker β’. 
 

    Ta coù: α’β   ⇔  Kerα’β  =  β-1(Kerα’)  =  {0}; 
 

                         ⇔  Imβ I Kerα’  =  {0}   (do β ñôn caáu) 

                   ⇔   Kerβ’ Imα’  =  {0} I
 

                   ⇔  α-1(Kerβ’)  =  {0}  {do α ñôn caáu }  
 

                   ⇔  Kerβ’α  =  {0} 
 

                   ⇔  β’α  ñôn caáu. 
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1.22.       
 
 
                           
                                         
                                               Y 
                                                  β      

                                α                 α'       
                      X                 A              X/              0 
                                            β'  

 
                                               Y/

 
 
                                         0 

 

(⇒) Giaû söû β'α laø toaøn caáu. Laáy x' ∈ X/ , khi ñoù coù a ∈ A maø 
α'(a)  =  x'. Töø β' laø toaøn aùnh aét toàn taïi x ∈ X sao cho  
 

β'α (x) =  β'(a) 
 

                                 ⇒     β' [a - α(x)] = 0 
 

                                 ⇒      a - α(x)∈ Kerβ' = Imβ 
 

 Vì vaäy coù y ∈ Y maø    β(y) = a - α(x) 
 

⇒  α'β(y) =  α'[a - α(x)] =  α'(a)  - α'α(x) = α' (a) = x' 
 

ñieàu naøy chöùng toû α’β laø toaøn caáu.  
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(⇐) Giaû söû α’β laø toaøn caáu. Laáy y’ ∈ Y/ , khi ñoù coù a ∈ A maø 
β'(a)  = y'. Töø β'α laø toaøn aùnh neân toàn taïi y∈ Y sao cho  
 

    α'β(y) = α'(a)  ⇒     α' [a - β(y)] = 0 
 

⇒      a - β(y) ∈ Kerα' = Imα 
 

Vì vaäy coù x ∈ X maø  α(x) = a - β(y) 
 

⇒  β'α(x) = β'[a - β(y)] = β'(a) - β'β(y) = β'(a) = y 
 

Ñieàu naøy chöùng toû β'α laø toaøn caáu. 
 

Caùch khaùc:  
  Do doøng khôùp ta coù:  α’ toaøn caáu vaø Imα = Kerα’ 
  Do coät khôùp ta coù: β’ toaøn caáu vaø Imβ = Kerβ’. 
Khi ñoù :β’α toaøn caáu  ⇔ Imα + Kerβ’ = A (do β’ toaøn caáu ) 
⇔ Kerα’ + Imβ = A 
⇔ α’β toaøn caáu (do α’ toaøn caáu) . 
1.23.                     0                0                0  
 

                               α1                     α2 

     0               A1              B1              C1               0 
                    β1              β3              β5 

                               α3              α4 

           0               A2              B2              C2                0 
                          β2              β4              β6 

                                     α5              α6  
            0              A3              B3              C3                 0 
  
 
                             0                0                 0  

 89



    
(i) Giaû söû doøng (1) vaø doøng (2) khôùp. AÙp duïng boå ñeà 4 

ngaén cho bieåu ñoà con sau. 

                            B1       β3         BB2      β4         B3                      B 0            
                               α2              α4               α6 

                                    β5              β6 

                           C1              C2              C3               0   
   
                        Kerα6  =  β4(Kerα4)   =  β4(Imα3) =  β4α3(A2) 
 

                                    =  α5β2(A2)     (tính giao boaùn cuøa bieåu ñoà) 
 

                                    =  α5(A3)         (β2 toaøn aùnh)  
 

                                    =  Imα5
 

do ñoù doøng (3) khôùp taïi B3. 
 Tính khôùp doøng (3) taïi C3 töông ñöông vôùi α6 toaøn caáu. Tuy 
nhieân do α4, β6 toaøn caáu maø α6β4 = β6α4 toaøn caáu, suy ra α6 toaøn 
caáu.  Tính khôùp taïi A3 coù nghóa α5 ñôn caáu, ñöôïc chæ ra trong 
pheùp saên treân bieåu ñoà: 
                                             α1        α2

a1  →     b1  →   0 
                                       ↓β1      ↓β3        ↓β5

                                       a2  → α3(a2) → 0 
                                       ↓β2     ↓β4

                                       a3  → 0 ∈ B3 

                                            α5 

Laáy a3 ∈ Kerα5. Do β2 toaøn caáu ⇒ ∃a2∈A2:β2(a2) = a3.  
   Vì β4α3(a2) = α5β2(a2) = α5(a3)  
⇒ α3(a2)∈ Kerβ4 = Imβ3 ⇒ ∃b1∈BB1 maø β3(b1) = α3(a2). 
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Vì β5α2(b1) = α4β3(b1)= α4α3(a2  = 0 vaø β5 ñôn caáu ⇒ α2(b1) = 0 
⇒ α2(b1) = 0 ⇒ b1∈Kerα2 = Imα1 ⇒ ∃a1∈A1: α1(a1) = b1. Vì 
β3α1(a1) = α3β1(a1) = α3(a2) vaø α2 ñôn caáu ⇒ β1(a1) = a2 ⇒ a3 = 
β2(a2) = β2β1(a1) = 0, vaäy: Kerα5 = 0 töùc α5 ñôn caáu.  
 

Tröôøng hôïp doøng (2) .Giaû söû doøng (1) vaø doøng (2) , doøng (3) 
khôùp ñöôïc chöùng minh hoaøn toaøn töông töï nhö treân. 
   Giaû söû doøng 3, doøng 1 khôùp vaø doøng hai laø nöõa khôùp ta chöùng 
minh doøng hai khôùp. 
 

   • AÙp duïng boå ñeà naêm ngaén cho 0, α1, α3, α5, 0 ta coù α3 laø ñôn 
caáu. 
   • AÙp duïng boå ñeà naêm ngaén cho 0, α2, α4, α6 ta coù α4 laø toaøn 
caáu. 
 

do α4α3 = 0 neân Imα3 ⊆ Kerα4 . Ta chöùng minh Kerα4 ⊆ Imα3. 
Thaät vaäy laáy b2∈ Kerα4, khi ño ù:  
 

α6β4(b2) =  β6α4(b2) =  0 
 

  Suy ra β4(b2) ∈Kerα6 = Imα5 vaäy coù a3∈ A3 sao cho α5(a3) = 
β4(b2). Bôûi β2 laø toaøn caáu aét toàn taïi a2∈ A2 sao cho β2(a) = a2. Vaäy  
 

β4α3(a2) = α5β2(a2) = α5(a2) = β2(b2) 
 

⇒ β4(α3(a2) – b2) = 0 töùc (α3(a2) – b2) ∈ Kerβ4 = Imβ3 suy ra coù 
b1∈ B1 maø β3(b1) = α3(a2) – b2. Maët khaùc:  
 

β5α2(b1)  = α4β3(b1) = α4(α3(a2) – b2)  = 0. 
 

Bôûi β5 ñôn caáu neân α2(b1) = 0 töùc b1∈ Kerα2 = Imα1 . Vaäy coù 
a1∈X maø α1(a1) = b1 . Ñaët a’ = a2 - β1(a1) ∈ A2. Khi ño:ù  
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                        α3(a’) = α3(a2 - β1(a1))  
 

                                   = α3(a2) - α3β1(a1)   
 

                                   =  α3(a2)  - β3α1(a1) 
 

                                   =  α3(a2) - β3(b1) 
 

                                    =  α3(a2) – (α3(a2) – b2)  
 

                                    =  b2 
 

Ñieàu naøy chöùng toû b2 ∈ Imα3. Vaäy Kerα4 ⊆ Imα3. 
 

1.24.                                      ϕ                   ψ 
           0              X2                        X                 X                        0 
                                X1IX2                X1                X1 + X2

  

 

Töø  X1  I X   ⊆  X  ⊆  X  + X  , ta coù ϕ vaø ψ xaùc ñònh. ψ hieån 
nhieân laø toaøn aùnh . Hôn nöõa  

2 1 1 2

 

Kerϕ  =  {x2 + X1  XI 2 : x2 ∈ X2, ϕ(x2 + X1  XI 2) = 0} 
 

                   =  {x2 + X1  XI 2 : x2 ∈ X2, x2 + X1  = 0} 
 

                   =  {x2 + X1  XI 2 : x2 ∈ X2, x2 ∈ X1 } 
 

                   =  {x2 + X1  XI 2 : x2 ∈ X1 I  X2} 
 

                   =  0 
 

Vaäy ϕ ñôn aùnh. 
 

Vôùi moïi x2 ∈ X2 , ta coù 
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ψϕ (x2 + X1  XI 2)  =  ψ(x2 + X1)  =  x2 + (X1 + X2)  =  0 
 

do ñoù  Imϕ ⊆  Kerψ.  
 

  Ñeå thaáy bao haøm ngöôïc, laáy  x + X1 ∈ Kerψ. Khi ñoù 
 

ψ(x + X1)  =  x + (X1 + X2)  =  0 
 

                ⇒   x ∈ X1 + X2 
 

                ⇒   x =  y1   +  y2     vôùi y1 ∈ X1 ,  y2 ∈ X2 
 

⇒ x  +  X1  =  y2  +  y1  +  X1  =  y2  +  X1 
 

Baây giôø vôùi y2 + (X1 XI 2) ∈ X2 / (X1 XI 2) , ta coù  
 

ϕ(y2 + X1 I  X2) =  y2 + X1 = x + X1 
 

suy ra x + X1  ∈ Imϕ . Ñieàu naøy chöùng toû Kerψ  ⊆  Imϕ (ñpcm). 
 

1.25.    Goïi S := {yi + A}i∈I  laø cô sôû cuûa X/A . Vôùi moïi i ∈ I  
choïn coá ñònh phaàn töû  ñaïi dieän  xi ∈ yi + A. Ñaët  
 

B :=  < {xi : i ∈ I} > 
 

laø moâ ñun con cuûa X, khi ñoù ta coù X = A + B. Neáu x ∈ A I B thì 
 

x :=  (∑
∈Ii

ri xi) ∈ A, vôùi ri ∈ R 

 

              ⇒     (∑
∈Ii

ri xi)  + A  =  ∑
∈Ii

ri (xi + A)  = 0        

 

do (xi + A)i∈I laø cô sôû cuûa X/A neân ri = 0, vôùi moïi i ∈ I. Suy ra  
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x =  ∑
∈Ii

ri xi  = 0. 

 

Vaäy X = A  ⊕  B (ñpcm). 
 

Caùch khaùc: Moâ ñun con A cuûa moâ ñun X laø haïng töû tröïc tieáp  
cuûa X ⇔ daõy khôùp                i       p                   cheû ra .      
                                  0 → A → X → X/A → 0 
⇔  toaøn caáu p: X → X/A coù nghòch ñaûo phaûi μ: X/A → X. Tuy 
nhieân   vì X/A laø moâ ñun töï do vôùi cô sôû S = {yi + A : i∈I} neân 
ñoàng caáu μ: X/A → X maø μ(yi + A ) = yi∈ X,vôùi moïi i∈I thoaû:pμ 
laø aùnh xaï ñoàng nhaát treân taäp cô sôû S töùc pμ laø ñoàng caáu ñoàng 
nhaát 1X/A ⇒ μ laø nghòch ñaûo phaûi cuûa p. 
 

1.26.  Ta coù Imf laø moâ ñun con cuûa Y maø Y laïi laø moâ ñun töï do 
treân vaønh chính neân Imf  laø moâ ñun töï do. Maët khaùc X/Kerf  ≅  
Imf  do ñoù  X/Kerf cuõng laø moâ ñun töï do . Theo baøi taäp (1.25) thì 
Kerf laø haïng töû tröïc tieáp cuûa X. Vì vaäy daõy khôùp ngaén  sau cheû ra 
                                           i            π 

0 ⎯→ Kerf ⎯→ X ⎯→ X/Kerf ⎯→ 0 
 

trong ñoù i laø pheùp nhuùng vaø π laø pheùp chieáu töï nhieân, daõy treân 
cheû ra cho ta  
 

X  ≅  Kerf  ⊕  X/Kerf  ≅ Kerf ⊕ Imf  
 

1.27.  Goïi {xi : i ∈ I} laø cô sôû cuûa X. Giaû söû  0 ≠ λ ∈ R vaø 
 x := r∑

∈Ii
i xi ∈ X vôùi ri ∈ R thoaû λx  =  λr∑

∈Ii
ixi  =  0, khi ñoù λri  =  

0, vôùi moïi i ∈ I. Töø λ ≠ 0 vaø R laø mieàn nguyeân ta coù ri  =  0  vôùi 
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moïi i ∈ I. Vì vaäy x  =  ∑
∈Ii

rixi  =  0  do ñoù X laø moâ ñun khoâng 

xoaén, ñieàu ngöôïc laïi khoâng hoaøn toaøn ñuùng. Xeùt nhoùm coäng Q� 

nhö laø Z-moâ ñun, khi ñoù Q laø moâ ñun khoâng xoaén nhöng khoâng 

laø moâ ñun töï do. 
 

1.28. Laáy e laø phaàn töû trong cô sôû cuûa M, neáu r, s∈ R, rs = 0 xeùt 
phaàn töû r(s.e) = 0. 
 

1.29.  Ñeå yù Ni MI⊕
≠ji

j = 0. 

1.30.  Chieàu thuaän duøng ñònh nghóa toång tröïc tieáp trong. Cho 
chieàu ñaûo ñaët Mi = πi(M) voùi moïi i∈ I. 
 

1.31.  Xeùt daõy ñoàng caáu 
                                      π                 h          i 

M/N → M/Kerf → Imf → M' 
 

Vôùi π laø aùnh xaï töï nhieân, h laø ñaúng caáu Noether, i laø pheùp nhuùng. 
 

1.32. Xeùt �Z - ñaúng caáu f : �Z → 2Z� cho bôûi f(z) = 2z,  

Z/Z khoâng ñaúng caáu vôùi Z/2Z�. 

1.33.  Ñaët A :={m - gf(m) : m∈M}, B := {gf(m) : m∈ M}. Chöùng 
minh M = A ⊕ B. Ñeå yù g laø ñôn caáu vaø g(N) laø haïng töû tröïc tieáp 
cuûa M. 
1.34.  Xeùt daõy ñoàng caáu  
                                  j               ϕ                  πi

Xj ⎯→ X⊕
=

n

i 1
i ⎯→ Y⊕

=

m

j 1
j ⎯→ Yi 

 95



vôùi ji laø pheùp nhuùng vaø πj laø pheùp chieáu, ñaët ϕij = πi ϕ j . 
 

1.35.  Goïi B laø cô sôû cuûa M. Xeùt ϕ : Hom(M, M) → Mn(R) vôùi 
ϕ(f) = [f]B vôùi [f]B laø ma traän bieåu dieãn qua cô côû. 
 

1.36.  AÙp duïng ñònh lyù tính phoå duïng cuûa toång tröïc tieáp vaø tích 
tröïc tieáp. 
 

1.37.  Duøng quy naïp toaùn hoïc. 
 

1.38.  i) Duøng ñònh nghóa. 
 

           ii)  Xeùt ϕ : D → HomR(M, M) cho bôûi ϕ(d) = σd , trong ñoù   
                 σd(m) = dm vôùi moïi m∈ M. 
 

1.39. (i ⇒ ii) Goïi {ai}i∈I laø taäp sinh  cuûa M. Giaû söû {ai}i∈I voâ haïn. 

Vôùi moïi n∈�,  goïi Mn = Ra∑
=

n

i 1
i. Xeùt daây chuyeàn tieán 

M1 ⊆ M2 ⊆ . . . ⊆ Mn ⊆ . . . 
 

(ii ⇒ iii) Giaû söû  (iii) sai, xeùt taäp khoâng roãng caùc moâ ñun con cuûa 
M maø khoâng coù phaàn töû toáí ñaïi. Duøng quy naïp toaùn hoïc thieát laäp 
moät chuyeàn caùc moâ ñun con  cuûa M,  M1 � M2 � . . . � Mn � . 
. .  ñaët N := MU i chöùng minh N khoâng höõu haïn sinh. 
 

(iii ⇒  i) Duøng phaûn chöùng. 
 

1.40.  Töông töï baøi taäp 1.39. 
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1.41. Goïi {a1, a2, . . . , an} laø taäp sinh cuûa M, neáu N 7 M,  vôùi x∈ 

N vieát x =  r∑
=

n

i 1
iai, ñaët I laø taäp taát caûcaùc ri xuaát hieän trong toång 

cuûa x chöùng minh I laø iñeâan. Goïi {s1, s2, . . . , st} laø taäp sinh cuûa I, 
vôùi moïi 1 ≤  i ≤  t, choïn xi∈ N maø si xuaát hieän trong toång cuûa noù . 
Ñaët M' := Ra2 + . . . + Ran, chöùng minh M' IN höõu haïn sinh vaø N 
= Rx1 + Rx2 + . . . + Rxt + (M' N). I
 

1.42. (⇒) AÙp duïng baøi 1.39. 
 
(⇐) Goïi K laø moâ ñun con cuûa M, khi ñoù K/N laø höõu haïn sinh. AÙp 
duïng boå ñeà trong chöùng minh baøi taäp 1.20. 
 

1.43. Ñeå yù Imf vaø M/Imf laø caùc moâ ñun Noether, aùp duïng baøi taäp 
1.42. 
 

1.44.  i) Xeùt daõy . . . ⊆ fn(M) ⊆ . . . ⊆ f2(M) ⊆ f(M). 
 

           ii) Xeùt daõy f-1(0) ⊆ f-2(M) ⊆ . . . ⊆ f-n(M) ⊆ . . . . 
 

1.45.  i) Xeùt  nhoùm coäng Z�. 

    ii) Xeùt  Zp∞  =    ip
m + Z ∈ Q/Z :  m∈ Z, i∈ N �    vôùi p laø soá  

nguyeân toá cho tröôùc. 
 

1.46. AÙp duïng baøi taäp 1.42 vaø quy naïp toaùn hoïc. 
 

1.47.  AÙp duïng baøi taäp 1.19. 
 

1.48.  R2 =R (1, 0) ⊕  R(0, 1)  =  R(1, 0) ⊕  R(1, 1). 
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CHÖÔNG II 
 
2.1. 
 

Boå ñeà 1. 
 

    Cho moâ ñun Y vaø hoï moâ ñun {Xi}i∈I, khi ñoù  
 

Hom(⊕
∈Ii

Xi, Y)   ≅ ∏
∈Ii

Hom(Xi, Y) 

 

Chöùng minh. 
 

  Vôùi moïi i∈I, vôùi moïi f ∈ Hom(⊕
∈Ii

Xi, Y), goïi ji laø pheùp nhuùng töø 

Xi vaøo ⊕X
∈Ii

i . Xeùt daõy ñoàng caáu  

 

                                           ji                          f 
                                  X i  ⎯→  ⊕

∈Ii
 Xi  ⎯→  Y 

 

khi ñoù roõ raøng  fji ∈ Hom(Xi, Y). Baây giôø ta ñònh nghóa  
 

ϕ : Hom(⊕
∈Ii

Xi, Y) ⎯→ ∏
∈Ii

Hom(Xi, Y) 

f → (fji)i∈I
 

Vôùi moïi f,g ∈ Hom(⊕
∈Ii

Xi, Y), ta coù  

 

              ϕ (f + g)  =  [(f + g)ji]i∈I 
 

                              = (fji)i∈I + (gji)i∈I 
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                              =  ϕ(f) + ϕ(g). 
 

vaäy ϕ laø ñoàng caáu.  
 

  Ñeå thaáy ϕ laø ñaúng caáu, laáy (fi)i∈I ∈ ∏
∈Ii

Hom(Xi, Y). Khi ño,ù ta coù 

hoï {fi : Xi → Y}. Theo ñònh lyù tính phoå duïng cuûa toång tröïc tieáp 
toàn taïi duy nhaát ñoàng caáu f töø  ⊕

∈Ii
 Xi vaøo Y thoaû fji  =  fi vôùi moïi 

i∈I, do ñoù  
  

ϕ(f)  =  (fji)i∈I  =  (fi)i∈I
 

vaäy ϕ laø toaøn aùnh, hôn nöõa töø söï duy nhaát cuûa f neân ϕ laø ñaúng 
caáu. 
 

Boå ñeà 2. 
 

Cho moâ ñun X vaø hoï moâ ñun {Yj}j∈J, khi ñoù  
 

Hom(X, ∏
∈Jj

Yj)   ≅   ∏
∈Jj

Hom(X, Yj) 

Chöùng minh. 
 

  Vôùi moïi j∈J, vôùi moïi f ∈ Hom(X, ∏
∈Jj

Yi), goïi πj laø pheùp chieáu   

töø Y∏
∈Jj

j vaøo Yj . Xeùt daõy ñoàng caáu  

                                           f                          πj 

                                 X   ⎯→  ∏
∈Jj

Yj  ⎯→  Yj 
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khi ñoù roõ raøng  πjf ∈ Hom(X, Yj). Baây giôø ta ñònh nghóa  
 

σ : Hom(X, ∏
∈Jj

Yj) ⎯→ ∏
∈Jj

Hom(X, Yj) 

f → (πj f)j∈J
 

Vôùi moïi f, g ∈ Hom(X, ∏j∈JYj), Ta coù  
 

                   σ (f + g)  =  [πj(f + g)]j∈J 
 

                                   = (πjf)j∈J + (πjg)j∈J 
 

                                   =  σ(f) + σ(g). 
 

vaäy σ laø ñoàng caáu.  
 

  Ñeå thaáy σ laø ñaúng caáu, laáy (fj)j∈J ∈ ∏
∈Jj

Hom(X, Yj) khi ñoù ta coù 

hoï {fj : X → Yj}. Theo ñònh lyù tính phoå duïng cuûa tích tröïc tieáp toàn 
taïi duy nhaát ñoàng caáu f töø   X vaøo ∏j∈JYj thoaû maõn πj f  =  fj vôùi 
moïi j∈J, do ñoù 
 

σ(f)  =  (πjf)j∈J  =  (fi)i∈I
 

vaäy σ laø toaøn aùnh, hôn nöõa töø söï duy nhaát cuûa f neân σ laø ñaúng 
caáu. 
 

   AÙp duïng boå ñeà (1)  vaø boå ñeà  (2)  cho baøi toaùn ta coù 
 

Hom(⊕X
∈Ii

i, Y∏
∈Jj

j)   ≅   ∏
∈Ii

 Hom(Xi, ∏
∈Jj

Yj) 
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                                    ≅  ∏
∈Ii
∏
∈Jj

(Xi, Yj) 

 

                                     ≅   ∏
×∈ JIj)(i,

(Xi, Yj) 

 

2.2. a) Xeùt aùnh xaï 
 

ϕ : Hom(R, X) ⎯→ (X, +) 
f → f(1). 

 

Vôùi moïi r ∈ R, f, g ∈ Hom(R, X), ta coù  
 

           ϕ(f + g) = (f + g)(1) = f(1) + g(1) = ϕ(f) + ϕ(g) 
 
           ϕ(rf) = rf(1) = rϕ(f) 
 

Vaäy ϕ laø ñoàng caáu . 
 

    Laáy f ∈ Kerf, khi ñoù ϕ(f) = f(1) = 0 suy ra vôùi moïi r ∈ R 
 

f(r) = f(r.1) = r f(1) = 0 
 

töùc f = 0. Do ñoù Kerϕ = {0} hay ϕ laø ñôn caáu.  
 

   Ñeå thaáy ϕ laø toaøn caáu laáy x ∈ X, xeùt aùnh xaï 
 

f : R ⎯→ X 
r → rx 

 

Deã thaáy f ∈ Hom(R, X) hôn nöõa f(1) = 1.x = x, ñieàu naøy cho ta ϕ 
laø toaøn caáu hay Hom(R, X)   ≅   (X, +). 
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⊕
∈Ss

  b) Ta coù   F(S)  ≅  Rs

                                 

⊕
∈Ss

         ⇒   Hom(F(S), X)  ≅  Hom( Rs, X)   

∏
∈Ss

                                         ≅  Hom(R, X)  (baøi taäp 4.1)   

∏
∈Ss

                                         ≅  (X, +)   (theo (a)). 

2.3.          
                                          P 
                             ϕ            h 
                                 f             g 
                      A               B               C 
 

Töø gh = 0 cho ta Imh ⊆ Kerg, do doøng laø khôùp neân Imf = Kerg  
vaäy Imh ⊆ Imf. Ñònh nghóa h1 : P → Imf cho bôûi h1(x) = h(x). h1 
hoaøn toaøn xaùc ñònh töø Imh ⊆ Imf,  hôn nöõa deã thaáy h1 laø ñoàng 
caáu.  
        Goïi f1 laø toaøn caáu töø A leân Imf cho bôûi f1(a) = f(a) vôùi moïi a 
∈ A. Xeùt bieåu ñoà sau 
 
 

                                            P 
                              ϕ              h1     
                                     f1            0 
                           A             Imf             0 
 

Do P xaï aûnh  toàn taïi ñoàng caáu ϕ töø P vaøo A thoaû f1ϕ = h1. 
Vôùi moïi x ∈ P, ta coù 
 

                     f[ϕ(a)] = f1[ϕ(a)] = h1(a) = h(a)  

 102



 

vaäy fϕ = h.  
 

   Ñoàng caáu ϕ chính laø ñoàng caáu phaûi tìm. 
 

2.4.                                       h                k       
                                     P               X                H 
                                               ψ         α                β 
                                             f                  g  
                                     A               B                C 
 
Ñònh nghóa ñoàng caáu ψ = αh . Töø  tính giao hoaùn cuûa hình vuoâng 
beân phaûi ta coù gψ = gαh = βkh = 0 
 

Xeùt bieåu ñoà 
                                                          P 
                                              ϕ            ψ     
                                                    f           g                             (*) 
                                          A             B            C 
 

Trong bieåu ñoà (*), ta coù gψ = 0 vaø doøng laø khôùp. AÙp duïng baøi taäp 
2.3 , toàn taïi ñoàng caáu ϕ : P → A sao cho  
 

fϕ  =  ψ  =  αh 
 

ñoàng caáu ϕ chính laø ñoàng caáu caàn tìm. 
 

2.5.  Do P xaï aûnh neân toàn taïi moâ ñun töï do X  =  A  ⊕  B, trong ñoù 
A  ≅  P. Goïi f laø ñaúng caáu töø A vaøo P vaø Y := P  ⊕  B. Ñònh nghóa 
aùnh xaï 
 

ϕ : = A ⊕ B ⎯→ P  ⊕  B 
(a,b) → (f(a), b) 
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Töø f laø ñaúng caáu ta coù ϕ laø ñaúng caáu, hôn nöõa do X laø moâ ñun töï 
do neân Y cuõng laø moâ ñun töï do. AÙp duïng baøi taäp (1.27) ta nhaän 
ñöôïc Y laø moâ ñun khoâng xoaén. Bôûi P laø moâ ñun con cuûa Y neân 
theo baøi taäp 1.4  thì P laø moâ ñun khoâng xoaén . 
 

   Chieàu ngöôïc laïi khoâng hoaøn toaøn ñuùng. Xeùt Q laø Z-moâ ñun 

khoâng xoaén nhöng khoâng laø moâ ñun töï do, maët  khaùc  Z� laø vaønh 

chính neân  khoâng xaï aûnh. 
 

2.6.   
                           0                 0                0 
 
                                 æ                 σ   
         0               X                Y                V               0 
                      α1              α2                        α3        
                                 i1                 π2   
         0               P1                      P2                        P3                      0 
                      β1              β2         ϕ              β3       
                                 f                    g 
         0               A                B                C                 0 
 
 
                           0                 0                 0 
Giaû söû  coät (1) vaø coät (2) khôùp vaø  
                                               

                                                        f             g 
                   0            A            B             C            0 
 

laø daõy khôùp ngaén  ra. Ñaët  
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Y := Imα1 × V,     P2 := P1 ×  P3
 

töø P1 vaø P3 xaï aûnh ta coù P2 xaï aûnh, caùc ñoàng caáu α1, β1, α3, β3, f, g 
ñaõ ñöôïc xaùc ñònh, caùc ñoàng caáu coøn laïi ñöôïc ñònh nghóa nhö sau 
(xem trong bieåu ñoà ). 
       
        • ∀x ∈ X, æ(x) = α1(x). 
 

        • σ laø pheùp chieáu töø Y xuoáng V. 
 

        • i1 laø pheùp nhuùng töø P1 vaøo P2 . 
 

        • π2 laø pheùp chieáu töø P2 vaøo P3. 
 

        • α2 ñöôïc ñònh bôûi   
 

α2(u, v)  =  (u, α3(v)),    ∀(u, v) ∈ Y  
 

        • Töø g laø toaøn caáu vaø P3 xaï aûnh, neân toàn taïi ñoàng caáu ϕ ñi töø 
C vaøo B thoaû gϕ  =  β3. Ñoàng caáu β2 ñöôïc ñònh bôûi 
 

               ∀(a,b )∈ P2, β2(a, b)  =  fβ1(a)  + ϕ(b). 
 

Töø caùc ñònh nghóa treân deã daøng ta thaáy ñöôïc  doøng (1), doøng (2) 
vaø doøng (3) khôùp, ta chæ caàn kieåm tra coät (2) khôùp vaø bieåu ñoà giao 
hoaùn töøng oâ vuoâng. 
 

   -Vôùi moïi x ∈ X , ta coù 
 

             α2æ(x)  =  α2[α1(x), 0] 
 

                          =  [α1(x), α3(0)] 
 

                          =    [α1(x), 0] 
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                          =  i1α1(x) 
 

            ⇒    α2æ  =  i1α1
 

     Vôùi moïi (x, v)  ∈ Y, ta coù  
 

                     α3σ(x, v)   =  α3(v) 
 

                                        =  π2(x, α3(v)) 
 

                                        =  π2α2(x, v) 
 

            ⇒     α3σ  =  π2α2
 

     Vôùi moïi a∈ P1, ta coù  
 

                  β2i1(a)  =  β2(a, 0)   
 

                               =  fβ1(a)  +  ϕ(0)   
 

                               =  fβ1(a) 
 

            ⇒  β2i2  =  fβ1
 

     Vôùi moïi (a, b) ∈ P2, ta coù 
 

               gβ2(a, b)  = gfβ1(a)  +  gϕ(b) 
 

                                =  β3(b) 
 

                                =  β3π2(a, b) 
 

             ⇒      gβ2  = β3π2 
  
Vaäy taát caû oâ vuoâng ñeàu giao hoaùn . 
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 Töø α1, α3 laø ñôn caáu vaø β1, β3 laø toaøn caáu theo boå ñeà 5  ngaén, ta 
coù α2 laø ñôn caáu vaø β2 laø toaøn caáu.   
 

 Ñeå yù, neáu goïi i2 laø pheùp nhuùng P3 vaøo P2 thì ϕ = β2i2, suy ra  
Imfβ1I Imϕ = Imβ2i1I Imβ2i2 = 0. Maët khaùc, Kerβ3 = ϕ-1(Kerg) 
nhöng Kerg = Imfβ1, neân ϕ-1(Kerg) = ϕ-1(0) = Kerϕ. Do ñoù Imα3 = 
Kerβ3 = Kerϕ. Nhö vaäy vôùi (u, v)∈ Y, ta coù 
 

β2α2(u , v) = β2(u, α3(v)) =  fβ1(u) + ϕα3(v) = 0 + 0 = 0 
 

Baây giôø neáu (a, b)∈ Kerβ2 thì β2(a, b) = fβ1(a) + ϕ(b) = 0, do 
Imfβ1I Imϕ = 0 neân ta nhaän ñöôïc fβ1(a) = 0 = ϕ(b). Töø f ñôn caáu 
neân β1(a) = 0 suy ra a∈ Imα1, maët khaùc Imα3 = Kerϕ do ñoù b∈ 
Imα3. Laáy x∈ X, v∈V sao cho α1(x) = a vaø α3(v) = b, khi ñoù  
 

(α1(x), v)∈ Y vaø α2(α1(x), v) = (a, b) 
 

ñieàu naøy chöùng toû coät (2) khôùp. 
 
Caùch khaùc: Söû duïng laïi bieåu ñoà vôùi hai coät bieân ñaõ choïn laø caùc 
coät khôùp : 
 
                                                         α1       β1

0 → X → P1 → A → 0 
 

                                                          α3       β3  
0 → V → P3 → C → 0 

 

Choïn P1 = P2 ⊕ P3, ta ñöôïc doøng khôùp: 
                                                     i1                  π2

0 → P1 → P1 ⊕ P3 → P3 → 0 
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Xaây döïng ñoàng caáu β2 : P2 ⊕ P3 → B nhö caùch treân ta ñöôïc bieåu 
ñoà giao hoaùn vôùi hai doøng khôùp: 
 

                                              i1            π2

                         0            P1            P2            P3            0 
                                    β1            β2            β3    
                                              f               g 
                         0            A             B             C             0 
 

Khoâng maáy khoù khaên ñeå kieåm tra daõy ker cuûa bieåu ñoà treân  
0 → X ≅ Kerβ1 → Kerβ2 → Kerβ3 ≅ V → 0 laø khôùp vaø laø daõy treân 
cuøng cuûa bieåu ñoà 3 × 3 caàn tìm. 
 

2.7. Xeùt bieåu ñoà 
                                                g’              j 
                B/Imf  =    B/Kerg            Img           C 
                                     h’               ϕ’     
                                                              ϕ 
                                        J 
 

Vì doøng 2 laø khôùp neân Imf = Kerg vaø B/Imf = B/Kerg.Ñònh nghóa 
aùnh xaï h’: B/Imf ⎯→  J cho bôûi h’(b + Imf) = h(b), ta chöùng minh 
h’ hoaøn toaøn xaùc ñònh. Thaät vaäy, neáu b + Imf = b’ + Imf , vaäy coù a 
∈ A sao cho  b = b’ + f(a)  do ñoù  
 

h(b) = h[b’ + f(a)] = h(b’) + hf(a) = h(b’) 
 

deã thaáy h’ laø ñoàng caáu. Ñoàng caáu g’ laø ñaúng caáu caûm sinh töø 
ñoàng caáu g cho bôûi g’(b + Kerg) = g(b), g’ hoaøn toaøn xaùc ñònh töø 
ñònh lyù Noether. Ñoàng caáu  j laø pheùp nhuùng töø Img vaøo C. Do J laø 
moâ ñun noäi xaï neân ñoàng caáu ϕ’ töø  Img vaøo J maø ϕ’ ñoàng caáu ϕ 
töø  C vaøo J  thoaû ϕ j = ϕ’. 

 108



   Ñoàng caáu ϕ vöøa xaùc ñònh chính laø ñoàng caáu caàn tìm. Thaät vaäy, 
vôùi moïi b ∈ B, 
  h (b)  = h’(b + Imf)  = h’(b + Kerg) = ϕ’g’(b + kerg) 
  = ϕjg’(b + Kerg)  = ϕjg(b)  = ϕg(b) 
                                         

Vaäy ϕg = h. 
 
2.8.     
                                            α            β 
                                    A            B              C 
                                  σ             μ            ϕ 
                                            f              g 
                                    X             Y              J 
  
Töø hình vuoâng beân traùi giao hoaùn , ta coù gμα = gfσ = 0. Theo baøi 
taäp (2.7) toàn taïi ñoàng caáu ϕ töø  C vaøo J thoaû ϕβ = gμ.  
 

   Ñoàng caáu ϕ chính laø ñoàng caáu phaûi tìm. 
 2.9.  Giaû söû R laø mieàn nguyeân vaø X laø moâ ñun khoâng xoaén chia 
ñöôïc . Giaû söû  I laø Ideal cuûa R vaø f laø ñoàng caáu ñi töø I vaøo X. 
 

  _ Neáu I = 0, laáy q ∈ X thì f(0)  = 0 = 0.q 
 

  _ Neáu I ≠ 0, laáy λ, λ’ ∈ I, λ ≠ 0 vaø λ’ ≠ 0. Töø X chia ñöôïc neân 
toàn taïi q, q’ sao cho 
 

                                 f(λ) = λq 
 

                                 f(λ’) = λ’q’ 
 

Khi ñoù λλ’ ≠ 0 vaø : 
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λλ’q’  =  λ.f(λ’)  =  f(λλ’)  =  f(λ’λ)  =  λ’.f(λ)  =  λ’λq  =  λλ’q 
Do X khoâng xoaén neân q  =  q’. 
  Tröôøng hôïp λ = 0,  f(λ) =  f(0)  =  0  = 0.q . Toùm laïi ta coù  
   f(λ) = λq        vôùi moïi λ ∈ R 
Theo tieâu chuaån Baer thì X laø moâ ñun noäi xaï. 
2.10.  Giaû söû  coät (1) vaø coät (2) khôùp vaø  
 

                                     f             g 
                   0 ⎯→ A ⎯→ B ⎯→ C ⎯→ 0 
 

laø daõy khôùp ngaén. Goïi M := X ⊕ N1 ⊕ K, 
                                        N = {(x, u, 0)∈ M) : x = -β1(u)} 
 khi ñoù N laø moâ ñun con cuûa M. Baây giôø ta ñaët 
Y := M/N,     N2 := N1 ×  N3

töø N1 vaø N3 noäi xaï ta coù N2 noäi xaï , caùc ñoàng caáu f, g, α1, β1, α3, 
β3, ñaõ ñöôïc xaùc ñònh, caùc ñoàng caáu coøn laïi ñöôïc ñònh nghóa nhö 
sau (xem bieåu ñoà ). 
 

                              0                 0                0 
 
                                      f                 g   
            0                A                B               C                0 
                           α1      ϕ           α2               α3        
                                        i1              π1   
            0                N1                    N2                      N3                     0 
                           β1                    β2               β3       
                                     i2                 π2

            0                X               Y                K                0 
 
 
                               0                0                 0 
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         • i1 laø pheùp nhuùng töø N1 vaøo N2. 
 

         • π1 laø pheùp chieáu töø N2 xuoáng N3 
 

         • ∀x∈ X, i2(x) = (x, 0, 0) + N. Neáu  i2(x) = 0 thì (x, 0, 0)∈ N 
do ñoù toàn taïi u∈ N1  sao cho (x, 0, 0) = (-β1(u), u, 0) suy ra u = 0 
vaø x = -β1(0) = 0. Vaäy i2 laø dôn caáu. 
 

       • ∀(x, u, v) + N∈ Y, π2[(x, u, k) + N] = k. Neáu (x, u, k) + N = 
(x', u', k') + N thì (x - x', u - u', k - k')∈ N, do ñoù coù x∈ N1sao cho  
(x - x', u - u', k - k') = (-β1(x), x, 0) suy ra k = k' vaäy π2 xaùc ñònh, 
hôn nöõa π2 coøn laø toaøn caáu. 
  
       • Töø f : A → B laø ñôn caáu vaø N1 noäi xaï do ñoù toàn taïi ñoàng 
caáu ϕ : B → Imα1 sao cho ϕf = α1. α2 ñöôïc xaùc ñònh nhö sau 
 

∀b∈ B,  α2(b) = [ϕ(b), α3g(b)]     
 

       •  ∀(u, v) ∈ N2,  β2(u, v) = (0, u, β3(v)).      
 

Töø caùc ñònh nghóa treân deã daøng ta thaáy ñöôïc  doøng (1), doøng (2) 
khôùp. Baây giôø ta kieåm doøng (3), coät (2) khôùp vaø bieåu ñoà giao 
hoaùn töøng oâ vuoâng. 
 

      • ∀x∈ X, π2i2(x) = π2[(x, 0, 0) + N] = 0, vaäy Imi2 ⊆ Kerπ2. Maët 
khaùc  (x, u, 0) + N =  (x + β1(u), 0, 0) + N = i2[x + β1(u)] vaäy Kerπ2 
⊆ Imi2. Do ñoù doøng (3) khôùp. 
 

    • Vôùi moïi a ∈ A, ta coù 
 

                            α2f(a)  =    [ϕf(a), α3g f(a)] 
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                                         =    [α1(a), 0] 
 

                                         =  i1α1(x) 
 

                             ⇒  α2f  =  i1α1
 

      • Vôùi moïi b∈ B, ta coù 
 

                           π1α2(b)  = α3g(b)  ⇒ π1 α2 = α3g 
 

    • Vôùi moïi (u, v)  ∈ N2, ta coù  
 

                π2β2(u, v) = π2(0, u, β3(v)) = β3(v) = β3π1(u, v) 
 

               ⇒   β3π1  =  π2β2
 

    • Vôùi moïi u ∈ N1, ta coù  
 

       β2i1(u) = β2(u, 0) = (0, u, 0) + N = (β1(u) , 0, 0) + N = i2β1(u)                
 

                ⇒  β2i1  =  i2β1
 

    Vaäy taát caû oâ vuoâng ñeàu giao hoaùn . 
 

   • Töø α1, α3 laø ñôn caáu vaø β1, β3 laø toaøn caáu theo boå ñeà 5  ngaén, 
ta coù α2 laø ñôn caáu vaø β2 laø toaøn caáu   
 

   • Ñeå yù Imϕ = Imα1 = Kerβ1. Do ño,ù vôùi moïi b ∈ B 
 

               β2α2(b)  =  β2[ϕ(b), α3g(b)]  
 

                              = (0, ϕ(b), β3α3g(b) + N )  
 

                              = ( -β1ϕ(b), ϕ(b), 0) + N   = 0 
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⇒ Imα2 ⊆ β3π2 
 

   • Laáy  (u, v) ∈ Kerβ2, khi ñoù (0, u, β3(v)) ∈ N, vì vaäy 
 

u ∈ Kerβ1  = Imα1 vaø v ∈ Kerβ3  =  Imα3

do ñoù coù a∈ A, b∈ B sao cho α1(a) = u, α3g(b) = v. Maët khaùc do 
Imϕ = Imα1 neân toàn taïi a'∈ A sao cho α1(a') = ϕ(b). Baây giôø laáy 
phaàn töû f(a - a') + b∈ B, ta coù  

β2[f(a - a') + b] = (ϕf(a - a') + ϕ(b), π3gf(a - a') + π3g(b)) 

                                  =  (α1(a) - α1(a') + ϕ(b), π3g(b))  

                                  =  (u, v)  
  
Vaäy Kerβ2 ⊆ Imα2, suy ra coät 2 khôùp. 
 

Caùch khaùc: Söû duïng bieåu ñoà treân vôùi hai coät bieân khôùp : 
 

                       α1       β1                                α3       β3

0 → A → N1 → X → 0    vaø 0 → C → N3 → K → 0 
 

Choïn N = N1 ⊕ N3, ta coù daõy khôùp cheû sau: 
 

                                          i1                  π1

0 → N1 → N1 ⊕  N3  → N3 → 0 
 

Töông töï caùch treân, do N1 nôïi xaï vaø f: A → B ñôn caáu neân ñoàng 
caáu α1 : A → N1 coù theå môû roäng tôùi ϕ: B → N1. Ñieàu ñoù cho pheùp 
döïng ñoàng caáu α2: B  →  N2 = N1 ⊕ N3 maø vôùi moïi b ∈ B: 
α2(b)  =  (ϕ(b),α3g(b)) . 
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Vôùi ñoàng caáu naøy, bieåu ñoà vôùi hai doøng khôùp sau laø giao hoaùn: 
 

                                             f               g 
                         0            A             B             C            0 
                                    α1            α2            α3    
                                              i1                 π2

                         0            N1           N2            N3             0 
 

Khoâng maáy khoù khaên ñeå kieåm tra raèng daõy Coker cuûa bieåu ñoà 
naøy laø khôùp :  
 

0→ X ≅ Cokerα1 → Cokerα2 → Cokerα3  ≅ K    
 

vaø ñoù chính laø doøng döôùi khôùp cuûa bieåu ñoà 3 × 3 phaûi tìm. 
 

2.11.  Giaû söû ta coù daõy khôùp ngaén  
f            g 

0 ⎯→ A ⎯→ B ⎯→ P ⎯→ 0 
 

Töø g laø toaøn caáu neân caûm sinh ñaúng caáu  
 

ϕ’ : P ⎯→ B/ Kerg 
c → bc + Kerg 

 

Vôùi bc ∈ g-1(c). Goïi N(B) laø moâ ñun noäi xaï nhaän B laøm moâ ñun 
con, i laø pheùp nhuùng töø B vaøo N(B). Ñònh nghóa aùnh xaï 
 

ϕ : P⎯→ N(B)/ Kerg 
c → ϕ’(c) 

 

Töø ϕ’ laø ñaúng caáu, ta coù  ϕ laø ñôn caáu. Goïi π laø aùnh xaï töï nhieân 
töø N(B) vaøo N(B)/Kerg. Theo giaû thieát toàn taïi ñoàng caáu ψ’ töø P 
vaøo N(B) thoaû πψ’= ϕ (xembieåu ñoà). 
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                                 f                g   
            0            A            B                   P                    0 
                                        i        ψ’           ϕ 
                                                   π 
                                     N(B)            N(B)/Kerg            0  
 
   Baây giôø vôùi c ∈ P, toàn taïi  bc ∈ g-1(c) sao cho ϕ’(c) = bc + Kerg 
  

Vaäy:             bc + Kerg = ϕ(c) = πψ’(c) = ψ’(c) + Kerg 
 

suy ra toàn taïi  xc ∈ Kerg sao cho ψ’(c)  = bc + xc , do ñoù 
 

Imψ’ ⊆ B. 
 

Töø bao haøm naøy aùnh xaï ψ : P ⎯→ B cho bôûi ψ(c) = ψ’(c) hoaøn 
toaøn xaùc ñònh. Hôn nöõa, vôùi moïi c ∈ P, ta coù  
 

gψ(c) = gψ’(c) = g(bc + xc) = g(bc) + g(xc) = c 
 

            ⇒  gψ = 1C 
 

Töùc daõy khôùp ngaén coù nghòch ñaûo phaûi, vì vaäy daõy khôùp ngaén cheû 
ra, do ñoù P laø xaï aûnh.  
 

      Chieàu thuaän laø hieån nhieân töø ñònh nghóa cuûa moâ ñun xaï aûnh 
 

2.12.  Goïi F(J) , F(B) laø caùc moâ ñun töï do sinh ra bôûi caùc cô sôû 
töông öùng laø J vaø B.  Caùc aùnh xaï ñoàng nhaát 1J vaø 1B  caûm sinh caùc 
ñoàng caáu πJ vaø πB töông öùng laàn löôït töø F(J) vaøo J, F(B) vaøo B 
thoaû  
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πJ⏐J = 1J , πB⏐B = 1B. 
 

Giaû söû ta coù daõy khôùp ngaén  
 

                                                  f          g 
                                 0 ⎯→ J ⎯→ B ⎯→ C ⎯→ 0 
 

Xeùt bieåu ñoà sau  
                                               h 
                                   F(J)               F(B) 
                                 πJ        ϕ               πB  
                                                   f             g 
                      0             J                    B               C               0 
 

Do F(J)  laø moâ ñun töï do neân toàn taïi duy nhaát ñoàng caáu h töø F(J) 
vaøo F(B) thoaû tính chaát h(x) = f(x) vôùi moïi x∈ J, maët khaùc   
 

                Kerh = {∑hh ri xi  :  ri∈ R, xi ∈ J,  h(∑hh ri xi) = 0}  
  
                         = {∑hh ri xi  :  ri∈ R, xi ∈ J,  ∑hh ri h(xi) = 0}   
 

Do moãi h(xi)  naèm trong cô sôû cuûa F(B) neân ta coù ri = 0 vôùi moïi i, 
vì vaäy Kerh = 0 töùc h laø ñôn caáu. AÙp duïng giaû thieát ta coù ñoàng 
caáu ϕ ñi töø F(B) vaøo J thoaû 
 

ϕh = πJ . 
 

 Ñònh nghóa aùnh xaï  
 

σ : B ⎯→ J 
       b → σ(b) = ϕ(b) 

 

Khi ñoù vôùi moïi b, b’∈ B, vôùi moïi r, r’∈ R ta coù 
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   σ(rb + r’b’) = ϕ(rb + r’b’)   = rϕ(b) + r’ϕ(b’)  = rσ(b) + r’σ(b’) 
 

Vaäy σ laø ñoàng caáu. Hôn nöõa vôùi moïi x ∈ J,  
 

σf(x) = σh(x) =  ϕh(x) =  πJ(x) = x 
 

Vaäy σf = 1j do doù daõy khôùp ngaén cheû ra, ñieàu naøy chöùng toû J laø 
moâ ñun noäi xaï. Chieàu thuaän laø hieån nhieân töø ñònh nghóa cuûa moâ 
ñun noäi xaï. 
 

2.13. (⇒) Hieån nhieân töø ñònh nghóa cuûa song tuyeán tính. 
 

(⇐) Giaû söû ϕ laø song coäng tính (chuù yù do Z  giao hoaùn neân Z-moâ 

ñun traùi vaø Z-moâ ñun phaûi truøng nhau). 

  Neáu k ∈Z maø k ∈ Z+, khi ñoù ta co 

                    ϕ(xk, y) = ϕ(x + x + . . .+ x, y) 
  
                                                     k laàn 
 

                                    =  ϕ(x, y) + ϕ(x, y) + . . . + ϕ(x, y) 
                                                                   
                                                             k laàn 
                                    =  ϕ(x, y + y +   . . .  +  y)   
 
                                                           k laàn 
                                    =  ϕ(x, ky)                         
Ta coù: ϕ(x, 0)  = ϕ(x, 0 + 0) = ϕ(x, 0) + ϕ(x, 0)     

⇒ ϕ(x, 0) = 0 

⇒ 0 = ϕ(x, y +(-y))  =  ϕ(x, y) + ϕ(x, -y) 
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                  ⇒  ϕ(x, -y)  =  -ϕ(x, y) 
 

Hoaøn toaøn töông töï khi hoaùn vò x, y ta nhaän ñöôïc  
 

ϕ(x, -y) = -ϕ(x, y) 
 

Do ñoù                           ϕ(-x, y) = ϕ(x, -y)                   (2)                   
 

    Neáu k < 0 thì: ϕ(xk, y) = ϕ(x(-k), -y) = ϕ(x,(-k)(-y)) = ϕ(x, ky) 
Baây giôø vôùi  k = 0 thì 
 

ϕ(x, 0.y)  =  ϕ(x, 0)  =  0  =  ϕ(0, y)  =  ϕ(x.0, y) 
 

Toùm laïi trong phaïm truø Z-moâ ñun thì song tuyeán tính vaø song 

coäng tính truøng nhau. 
 

2. 14.   
     a)  Ñaët  
 

A := {m⊗ t : m ∈ �, t ∈ �};  B := {r ⊗ s  :  r,s ∈ �} 
 

Roõ raøng  A ⊆ B, ñeå thaáy chieàu ñaûo laáy  mn-1 ⊗ pq-1 ∈ B. Khi ñoù 
 

                 mn-1 ⊗ pq-1 =  mn-1 ⊗ nn-1pq-1
  

 

                                                      =  m ⊗ n-1pq-1 ∈ A 
 

do ñoù A = B ñieàu naøy daãn tôùi  
 

< A >  =  Z  ⊗Q  = Q ⊗ Q =  < B > 
 

Maët khaùc  �Z  ⊗  Q ≅  Q  do ñoù ta coù  Q ⊗ Q  ≅  Q�. 
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b) Laáy mn-1 ⊗ (pq-1 + Z)  laø phaàn töû trong taäp sinh cuûa nhoùm      

�Q ⊗ Q/ Z . Khi ñoù 
 

         mn-1 ⊗ (pq-1 + Z �) =  mn-1qq-1 ⊗  (pq-1 + Z �) 
 

                                       =  mn-1q-1 ⊕  (p + Z �) 
  
                                       = mn-1q-1 ⊗ 0   
 

                                       =  0 
 

Suy ra taäp sinh cuûa �Q  ⊗ Q/ Z   chæ chöùa phaàn töû  0 , do ñoù 

ta coù  
 

� Q  ⊗ Q/ Z �  =  {0}. 
 

c) Laáy mn-1 ⊗ a ∈  Q ⊗ A, töø A laø moâ ñun xoaén aét toàn taïi 0 ≠ k 

∈ Z sao cho ka = 0. Khi ñoù 
 

                           mn-1  ⊗ a  =  mn-1k-1 ⊗ ka   
 

                                             =  mn-1 k-1 ⊗ 0   
 

                                             =  0 
 

Ñieàu naøy chöùng toû taäp sinh cuûa Q ⊗ A chæ chöùa phaàn töû  0, do ñoù 

� Q ⊗ A  =  {0}. 
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2. 15. 
 

Caùch 1: Tröôùc tieân ta xeùt boå ñeà sau 
 

 
   Boå ñeà 
 

              i)         � Z d  ⊗  Z d  ≅   Z d

 

              ii)        d + m Z � ⊗  1 +  n Z �  =  0 
 

Chöùng minh. 
 

    i) Xeùt aùnh xaï 
 

                         τ : � Z d × � Z d  ⎯→ � Z d

                   (k + d Z , l + d Z �) → kl + d Z � 
 

Ta chöùng minh aùnh xaï τ hoaøn toaøn xaùc ñònh. Thaät vaäy, neáu ta coù  
 

(k + d Z  , l + d Z �) = (k’ + d Z  , l’ + d Z �) 
 

 thì  
 

k + d Z  = k’ + d Z �   va ø l + d Z  =  l’ + d Z 
 

suy ra toàn taïi r, s ∈ Z  sao cho k = k’ + rd, l = l’ + sd. Khi ñoù    

 
          kl + d Z � = (k’ + rd)(l’ + sd) + d Z � 
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                       = k’l’ + (k’s + rl’ + rsd)d + d Z � 
 

                       =  k’l’ +d Z � 
 

Deã daøng kieåm ñöôïc τ laø aùnh xaï song tuyeán tính.  
 

Baây giôø neáu ϕ laø aùnh xaï song tuyeán tính ñi töø  (�Z d × � Z d) 

vaøo moâ ñun X baát kyø. Ta xaùc ñònh aùnh xaï f nhö sau 
 

f : � Z d ⎯→ X 

                             k + d Z � → ϕ(k + d Z �, 1 + d Z �) 
 

 Tính toaùn ñôn giaûn ta coù ñöôïc d laø ñoàng caáu. Hôn nöõa  vôùi moïi 
(k + d Z, l + d Z) ∈  Z d × Z d , ta coù 
 

                       fτ (k + d Z  , l + d Z) = f (kl + d Z) 
 

                                                       = ϕ(kl + d Z  , 1 + d Z)  
 

                                                        = ϕ(k + d Z  , l + d Z) 
 

suy ra ϕ  =  fτ.  
Baây giôø neáu coù ñoàng caáu g töø  Z d vaøo X thoaû ñieàu kieän ϕ = gτ  

thì  vôùi moïi k + d ∈  Z d, ta coù 
 

          g(k + d Z)  =  gτ(k + d Z  , 1 + d Z)  
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                           =  ϕ(k + d Z  , 1 + d Z)   
 

                           =  fτ(k + d Z  , 1 + d Z)  
 

                           =  f (k + d Z)  
 

Töùc g = f do ñoù f laø duy nhaát .  
          AÙp duïng tính chaát phoå duïng cuûa tích ten  xô ta nhaän ñöôïc  
 

� Z d ⊗  Z d  ≅   Z d. 
 

  ii) Töø d = (m, n) do ñoù toàn taïi a, b ∈ Z  sao cho am + bn = d. Khi 

ñoù ta coù 
 

       0 =  (am + m Z  ⊗ 1 + n Z  )  +  (1 + m Z  ⊗ bn + n Z)  
  
          =  (am + m Z  ⊗ 1 + n Z) + (bn + m Z ⊗ 1 + n Z)  
 

          =  (am + bn) + m Z   ⊗ 1 + n Z � 

 

          =  d + m Z  ⊗ 1 + n Z .                                           (ñpcm) 
 

Xeùt caùc aùnh xaïtöï nhieân  
 

σ :  Zm ⎯→ � Zd  ;         μ :  Zn ⎯→  Zd

                        k + m Z → k  + d Z�           l + n Z → l + d Z� 
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Do m Z ⊆ d Z  vaø n Z ⊆ d Z �, neân caùc aùnh xaï σ vaø μ hoaøn 

toaøn xaùc ñònh. Hôn nöõa, deã thaáy chuùng laø nhöõng toaøn caáu dieàu 
naøy daãn ñeán ñoàng caáu σ ⊗ μ ñi töø   Z m ⊗  Z n vaøo  Z d ⊗  Z d 

cuõng laø toaøn caáu. Tính toaùn  Ker(σ ⊗ μ), ta ñöôïc 
 

      Ker(σ ⊗ μ)  = 
  < {k + m Z ⊗ l + n Z  : k + m Z ∈ Kerσ hoaëc l + n Z ∈ Kerμ} >  
 

    =  < {k + m Z  ⊗ l + n Z  : k  = rd  hoaëc l = sd > 
 

     = {0}   (do boå ñeà (ii) ) 
 

AÙp duïng boå ñeà (i), ta coù  
 

� Z m ⊗  Z n   ≅    Z d ⊗ Z d   ≅   Z d . 
 

Baây giôø neáu (m, n) =1  thì  Z d = Z 1 =  0 do ñoù  Z m ⊗ Z n =  {0}. 
 

Caùch 2: Ta coù theå chöùng minh tröïc tieáp � Z m ⊗ Z n ≅  Z d theo 

coâng thöùc τ(k + m Z, l + n Z) = kl + d Z � . τ xaùc ñònh hôïp lyù vì 

neáu k’ = k + mt, l’ l + ns thì k’l’ = kl + dh ∈ kl + d Z �. Deã thaáy 

τ laø song coäng tính. Neáu coù aùnh xaï song coäng tính 
 ϕ:  Z m  ×  Z n → X thì ta döïng ñoàng caáu f:  Z d → X theo coâng 

thöùc f(t + d Z) = ϕ(t + m Z, 1 + n Z). AÙnh xaï f xaùc ñònh hôïp lyù vì 

neáu t’ = t + dv. töông töï caùch chöùng minh boå ñeà (ii) ta coù 

 123



 ϕ(d + m Z, 1 + n Z) = 0 ,do ñoù ϕ(dv + m Z, 1 +  n Z) = 0, cho ta 

f(t + d Z  )  = f(t’ + d Z  ). Hieån nhieân fτ = ϕ. Neáu coù f’: Z d → X 

maø f’τ = ϕ thì vôùi moïi t + d Z  ∈ d Z, ta coù: 
 

                 f’(t + d Z  )  =  f’τ(t + m Z  , 1 + n Z  ) 
 

                                    =  ϕ(t + m Z , 1 + n Z)   
 

                                    = f(t + Z d ) 
 

      ⇒ f  =  f’. 
 

vaäy Z d ≅  Z m ⊗  Z n. 

    
Caùch 3:    Xeùt tích ten xô caùc toaøn caáu töï nhieân p1: Z → m Z � 

vaø p2 :  Z →  Z n maø P1(x) = x + m Z , p2(y) = y + n Z �. Hieån 

nhieân h = p1 ⊗ p2 : � Z ⊗ Z  → Zm ⊗  Z n laø toaøn caáu, vaø  

 
K = Ker(p1 ⊗ p2) = <{x⊗y : x = mt hay y = ms}> 
 
Deã thaáy Ker(p1⊗p2)  ⊆ D = <d⊗1> vôùi d =(m, n). Hôn nöõa vì d = 
(m, n) neân toàn taïi a, b ∈ � maø d = ma + nb do ñoù  d⊗1 = (ma + 
nb) ⊗ 1 = ma ⊗ 1 + nb ⊗ 1 = ma ⊗ 1 + b ⊗ n ∈ K. Vaäy :  
 

D = <d ⊗ 1> ⊆ K suy ra D = K. 
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Theo ñònh lyù Noether toaøn caáu h sinh ra ñaúng caáu  
h’: (Z ⊗ Z ) → � Z m ⊗  Z n . Söû duïng ñaúng caáu θ :  Z ⊗ Z  ≅ Z 

maø θ(k ⊗ l)  = kl, thì θ(D) = θ(D) = d Z . Vaäy: 
 

� Z dm  ⊗Z dn ≅ (Z ⊗ Z) / K ≅ Z /θ(K) ≅  Z /d Z� ≅ Z d. 
   
2.16. Giaû söû X vaø Y laø hai nhoùm abel höõu haïn sinh. Goïi {ri}i∈I , 
{sj}j∈J  laàn löôït laø taäp sinh cuûa cuûa X vaø Y, trong ñoù I, J laø nhöõng 
taäp höõu haïn. Vôùi moïi xt ⊗ yk ∈ X ⊗ Y, ta coù 
 

              xt ⊗ yk  =  ∑
∈Ii

mitri ⊗ ∑
∈Jj

njksj 

 

                            =  ∑
∈Ii

∑
∈Jj

mit njk(ri ⊗ sj) 

 

Trong ñoù mit, njk ∈ Z  vôùi moïi i, j. Vì vaäy, vôùi moãi a ∈ X ⊗ Y 
 

                          a = ∑hh xt ⊗ yk   
 

                             = ∑hh ∑
∈Ii

∑
∈Jj

 mit njk(ri ⊗ sj) 

 

Ñieàu naøy chöùng toû taäp A :={ri ⊗sj}i∈I,j∈J laø taäp sinh cuûa X ⊗  Y. 
Töø löïc löôïng cuûa I, J höõu haïn ta nhaän ñöôïc  A coù löïc löôïng höõu 
haïn (ñpcm). 
 

2.17.  Goïi a laø phaàn töû sinh cuûa A. Vôùi moïi k ∈ Z, ta coù 
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                                         2 ⊗ a   neáu  k  leû 
                   2k ⊗ a  = 
                                            0       neáu  k chaün 
 

suyra 2 Z  ⊗ A = <2 ⊗ a> . Maët khaùc 
 

2(2 ⊗ a)  = 2 ⊗ 2a  =  2 ⊗ 0  =  0 
 

Vì vaäy 2Z ⊗ A laø nhoùm cyclic caáp 2. 
  
         Vôùi phaàn töû sinh (2 ⊗ a) ∈ 2Z ⊗ A  ta coù  
 

               j ⊗ 1A (2 ⊗ a) =  j ⊗ 1A(2 ⊗ a)  
 

                                       = (2 ⊗ a)  
 

                                        = (1 ⊗ 2a)  
 

                                         = (1 ⊗ 0)  
 

                                         = 0  
 

Vì vaäy j ⊗ 1A laø ñoàng caáu 0 nhö ñaõ mieâu taû. 
 

2.18. Ñeå chöùng minh baøi toaùn ta chæ caàn chöùng minh i ⊗ j ñôn 
aùnh . Goïi A’ vaø B’  laàn löôït laø moâ ñun con buø tröïc tieáp cuûa hai 
moâ ñun A vaø B, nghóa laø  
 

X = A ⊕ A’ ,  Y = B ⊕ B’ 
 

Ñaët  C :=  (A ⊗ B)  ⊕  (A ⊗ B’)  ⊕  (A’ ⊗ B)  ⊕  (A’ ⊗ B’) 
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Theo ñiïnh lyù toång tröïc tieáp cuûa tích ten xô toàn taïi ñaúng caáu g töø  
C vaøo X ⊗ Y. Goïi α laø pheùp nhuùng (A ⊗ B) vaøo C, xeùt daõy ñoàng 
caáu 
                                              α           g 
                                 A ⊗ B ⎯→ C ⎯→ X ⊗ Y 
 

Vôùi moïi a ⊗ b ∈ A ⊗ B, theo ñònh nghóa cuûa g ta coù 
 

           gα(a ⊗ b) = g(a ⊗ b, 0, 0, 0)  
 

                            = (a, 0) ⊗ (b, 0)   
 

                            =  i(a) ⊗ j(b)  
 

                            = (i⊗j)(a ⊗ b) 
 

Vaäy gα vaø (i⊗j) ñoàng nhaát treân heä sinh, suy ra gα = (i⊗j). Hôn 
nöõa, gα laø ñôn caáu do ñoù (i⊗j) laø ñôn caáu (ñpcm). 
 

2.19.  Giaû söû f laøñaúng caáu töø A vaøo A’, g laø ñaúng caáu töø B vaøo 
B’. Khi ñoù f ⊗ g laø toaøn caáu, hôn nöõa 
 

     Ker(f⊗g)  =  <{a ⊗ b ∈ A ⊗ B :  f(a) = 0  hoaëc g(b) = 0}>  
 

     =  <{a ⊗ b ∈ A ⊗ B :  a = 0  hoaëc b = 0} =  {0} 
 

Do ñoù f⊗g laø ñaúng caáu (ñpcm). 
 

Caùch khaùc: do f: A → A’, g : B → B’ ñaúng caáu neân toàn taïi caùc 
ñaúng caáu ngöôïc f-1: A’ → A   vaø g-1: B’ → B. Hieån nhieân raèng:  
f-1⊗g-1 = (f⊗g)-1, töùc f ⊗ g laø ñaúng caáu. 
 

2.20. 
(⇒) Giaû söû {Ai}i∈I laø hoï moâ ñun deït vaø 
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                                             f           g 
                           0 ⎯→ X ⎯→Y ⎯→ Z ⎯→ 0 
 

laø daõy khôùp ngaén baát kyø. Töø ñònh lyù khôùp cuûa tích ten xô vaø ñònh 
nghóa cuûa moâ ñun deït ñeå chöùng minh ⊕

∈Ii
Ai laø moâ ñun deït ta chæ 

caàn chöùng minh (1⊕Ai ⊗ f) laø ñôn caáu. 
 

 Do vôùi moãi i, Ai laø moâ ñun deït neân daõy 
 

                                          1Ai⊗f            1Ai⊗g 
                   0 ⎯→ Ai ⊗ X ⎯→ Ai ⊗ Y ⎯→ Ai ⊗ Z ⎯→ 0 
 

cuõøng laø daõy khôùp, vì vaäy vôùi moïi i ∈ I, ta coù (1Ai⊗f) laø ñôn caáu.  
 
Goïi : 
    • ϕ  laø ñaúng caáu töø   ⊕

∈Ii
(Ai ⊗ Y)   vaøo   (⊕

∈Ii
Ai) ⊗ Y   nhö         

trong ñònh lyù 2 chöông II 
 

    • ji  laø pheùp nhuùng   Ai ⊗ Y  vaøo trong (A⊕
∈Ii

i  ⊗ Y)  

 

Vôùi moïi i ∈ I xeùt daõy ñoàng caáu  
 

                1Ai⊗f                ji                             ϕ 
      Ai ⊗ X ⎯→ Ai ⊗ Y ⎯→ ⊕

∈Ii
(Ai ⊗ Y) ⎯→ (⊕

∈Ii
Ai) ⊗ Y 

 

Ñaët hi :=  ϕ.ji.1Ai⊗f, khi ñoù hi laø ñôn caáu bôûi caùc thaønh phaàn hôïp 
noái ñeàu laø ñôn caáu, vì vaäy ta coù hoï ñôn caáu  
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{hi : Ai ⊗ X → (⊕
∈Ii

Ai ) ⊗ Y  :   i∈I} 

 

Vôùi moïi i∈I,  goïi ii laø pheùp nhuùng thaønh phaàn (Ai ⊗ X) vaøo trong 
(A⊕

∈Ii
i ⊗ X) . AÙp duïng ñònh lyù tính phoå duïng cuûa tích tröïc tieáp ta 

coù ñoàng caáu σ töø  ⊕
∈Ii

(Ai ⊗ X) vaøo (⊕
∈Ii

Ai ) ⊗ Y  thoaû σ ii = hi . 

 

  Laáy x := ∑
∈Ii

(xi)∈ Ker σ, khi ñoù  

 

                                0 = σ(x)  
 

                                   = σ [∑
∈Ii

 ii(xi)]  

                                   =  ∑
∈Ii

σ ii(xi)  

 

                                   = ∑
∈Ii

hi(xi) 

 

Vì vaäy hi(xi) = 0, bôûi moãi hi laø ñôn caáu neân ta coù xi = 0 vôùi moïi i 
∈ I töùc x = 0, do ñoù σ laø ñôn caáu. Hôn nöõa, tính toaùn ñôn giaûn 
treân phaàn töû sinh ta coù σ =  1Ai ⊗ f (ñpcm).  
 

(⇐)  Giaû söû ⊕A
∈Ii

i laø moâ ñun deït, cho daõy khôùp ngaén 

 

                                              f            g   
0 ⎯→ X ⎯→ Y ⎯→ Z ⎯→ 0 

 

Vôùi moïi i ∈ I, goïi : 
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    ji laø pheùp nhuùng Ai vaøo ⊕
∈Ii

Ai  

 

     πi laø pheùp chieáu töø  ⊕
∈Ii

Ai xuoáng Ai .  

 

Töø  ⊕i∈iAi laø moâ ñun deït neân 1⊕Ai ⊗ f laø ñôn caáu. Theo baøi taäp 
2.18 ta coù ji ⊗ 1X laø pheùp nhuùng vaø 
 

Ker(πi ⊗ 1Y)  =  < {ai ⊗ y  :  ai∈ Kerπi  hoaëc y = 0} 
 

Xeùt daõy ñoàng caáu 
 

                    ji⊗1X                   1⊕Ai⊗f                  πi⊗1Y

Ai ⊗ X ⎯→ ⊕
∈Ii

Ai ⊕ X ⎯→ ⊕
∈Ii

Ai ⊗ Y ⎯→ Ai ⊗ Y 

 

Ñaët  h := (πi⊗1Y) (1⊗Ai⊗f) (ji⊗1X). Ta chöùng minh h laø ñôn caáu, 
thaät vaäy vôùi x := ∑hh(at ⊗ xk)∈ Kerh ,  ta coù 
 

       h(x)  =    (πi⊗1Y) (1⊗Ai⊗f) (ji⊗1X) [ ∑hh(at ⊗ xk)] 
 

                =  (πi⊗1Y) (1⊕Ai⊗f) [ ∑hh(ji(at) ⊗ xk) 
 

                =  ∑hh(πi⊗1Y)(ji(at) ⊗ f(xk)) 
 

Theo tính chaát cuûa Ker(πi⊗1Y) ta coù caùc ji(at) ∈ Kerπi hoaëc caùc 
xk ∈ Kerf. Do caû ji vaø f ñeàu laø ñôn caáu neân caùc at = 0 hoaëc caùc xk 
=  0 suy ra x = 0 ñieàu naøy khaúng ñònh h laø ñôn caáu. Hôn nöõa vôùi 
moïi x := (at ⊗ xk) ∈ Ai ⊗ X, ta coù  
 

  h(x)  =  (πi⊗1Y) (1⊗Ai⊗f) (ji⊗1X)(at ⊗ xk) 
 

=  (πi⊗1Y) (1⊕Ai⊗f) (ji(at) ⊗ xk) 
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=  (πi⊗1Y)(ji(at) ⊗ f(xk)) 
 

=  at ⊗ f(xk) 
 

=  (1Ai⊗f)(at⊗xk) 
 

nhau. Töø h laøñôn aùnh ta coù ñöôïc (1Ai⊗f) laø ñôn aùnh. 
 

2.21.  Giaû söû F laø moâ ñun töï do, khi ñoù toàn taïi taäp chæ soá I sao cho   
 

F   ≅  R⊕
∈Ii

i   trong ñoù   Ri  ≅  R   vôùi moïi i∈ I 

 

Do moãi R laø moâ ñun deït theo baøi taäp 2.20 thì F  laø moâ ñun deït. 
 

 Vì moãi moâ ñun xaï aûnh ñeàu ñaúng caáu vôùi haïng töû tröïc tieáp cuûa 
moâ ñun töï do X naøo ñoù. Theo baøi taäp 2.20 caùc haïng töû tröïc tieáp 
cuûa X ñeàu laø moâ ñun deït do ñoù moâ ñun xaï aûnh laø moâ ñun deït. 
Moâ ñun deït coù theå khoâng laø moâ ñun xaï aûnh. Ví duï chaúng haïn nhö 
nhoùm(Q, +) laø moâ ñun deït nhöng khoâng phaûi laø moâ ñun xaï aûnh. 
 

2.23. M chính laø khoâng gian veùc tô treân theå do ñoù moïi daõy khôùp 
ngaén ñeàu cheû ra. 
 

2.24.  Duøng ñònh nghóa. 
 

2.25.  Chuù yù vaønh  Z  laø vaønh chính. 

2.26. Duøng phaûn chöùng. 
 

2.27.  Xeùt daõy khôùp ngaén  
                                             i        π 

0 → τ(M) → M → M/τ(M) → 0 
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vôùi i laø pheùp nhuùng, π laø pheùp chieáu. AÙp duïng baøi taäp 2.24. 
 

2.28.  Chuù yù moïi � Z - moâ ñun con chia ñöôïc cuûa moâ ñun chia 

ñöôïc M ñeàu laø haïng töû tröïc tieáp. Laáy 0 ≠ x1∈ M, vôùi moïi n ∈N� 

choïn (n +1)xn+1 = xn. Ñaët A1 := < {xi} > , chöùng minh A1  ≅  �. 
Bieåu dieãn M = A1 ⊕  B1, aùp duïng quy naïp sieâu haïn. 
 

2.29.  i) Duøng ñònh nghóa. 
 

          ii) AÙp duïng baøi taäp 2.27. 
 

          iii) Xeùt taùc ñoäng (m + pZ). x =  mx. 
 

          iv)  Tính toaùn tröïc tieáp. 
 

2.30. Phaân tích M = τ(M) ⊕  M/τ(M) vaø τ(M) = ⊕
Ω∈p
τ(M)P∞, Vôùi Ω 

laø taäp caùc soá nguyeân toá. AÙp duïng baøi taäp 2.28. 
 

2.31. Vôùi f : I → HomZ�(R, M), xeùt  Z - ñoàng caáu g : I → M cho 

bôûi g(r) = f(r)(1), caûm sinh ñoàng caáu môû roäng  g' : R → M. Tìm 
ñoàng caáu f' : R → Hom Z �(R, M) laø môû roäng cuûa ñoàng caáu f. 
 

2.32.  Goïi f' : R → M laø ñoàg caáu môû roäng cuûa f : J → A, vôùi J laø 
iñeâan cuûa R. Chöùng minh  f'(1)∈ A. 
 

2.33.  i)  Coá ñònh r ∈ R, xeùt aùnh xaï song tuyeán tính 
            f : M × L → M ⊗S L cho bôûi f(m, l) = rm ⊗ l, Goïi τS laø  
            aùnh xaï ten xô töø M ⊗S L vaøo M ⊗S L. Ñònh nghóa  
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           r(∑ mi ⊗ li) = τS (∑mi ⊗ li). 
 

         ii)  töông töï nhö  trong (i). 
 

2.34.  Coá ñònh z∈ L. Xeùt  aùnh xaï fz : N × M → N ⊗R (M ⊗S L),  
fz(x, y) = x ⊗ (y ⊗ z), fz caûm sinh τz : N ⊗R M → N ⊗R (M ⊗S L) 
ñònh nghóa g : (N ⊗R M) × L → N ⊗R (M ⊗S L), g(x, z) = τz(x) 
naâng g thaønh ñoàng caáu ten xô τ. Chöùng minh τ laø ñaúng caáu. 
 

2.35.  Vôùi moïi r∈ R, ñònh nghóa fr : M → M, fr(m) = r m. Ñònh 
nghóa ϕ : R → Hom(M ⊗R N, M ⊗R N), h(r) = fr ⊗ 1N. AÙp duïng 
baøi taäp 1.1. 
 

2.36. i) AÙp duïng baøi taäp 2.34. 
 ii)  Goïi {x1, x2, . . ., xn} vaø {y1, y2, . . ., ym} laàn löôït laø cô sôû   cuûa 
U vaø V. Chöùng minh {xi ⊗ yj  : 1 ≤  i ≤   n, 1 ≤   j ≤   m}     laø cô 
sôû cuûa U ⊗K V. 
 

2.37.  Xeùt f : M × N → N ⊗ M, f(m, n) = n ⊗ m. 
2.38.  i) Ñònh nghóa f : R/I × M → M/ IM , f(r + I, m) = rm + IM. 
Naâng f thaønh aùnh xaï ten xô τ. Ñònh nghóa g : M/IM → R/I ⊗ M, 
g(m + IM) = (1 + I) ⊗ m. Chöùng minh gf =1 vaø fg =1. 
  ii)  Xeùt daõy khôùp 
                                               i       π 

0 → J → R → R/J → 0 
           vaø bieåu ñoà 
 

                               1 ⊗ i             1 ⊗ π 
R/I ⊗ J ⎯→  R/I ⊗ R ⎯→ R/I ⊗ R/J ⎯→ 0 

                       f                  g                       h 
                                  j                       p 
                (I + J)/ I ⎯→     R/ I     ⎯→   R/(I + J)  ⎯→ 0 
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           i, j nhuùng p, π chieáu. Chöùng minh f laø ñaúng caáu vaø oâ  
           vuoâng traùi giao hoaùn. 
 

2.39. Vôùi moïi a ∈ A, xeùt aùnh xaï La A → A laø pheùp nhaân traùi bôûi 
a.  h : A → HomR(M ⊗R A, M ⊕R A ) cho bôûi a → 1M⊗La. Chöùng 
minh h laø ñoàng caáu vaønh .  
       Ñònh nghóa a.x = h(a)x vôùi moïi x ∈M ⊕R A. 
 

2.40.  Caùc böôùc chöùng minh  
i) Vôùi moãi b ∈ B, chöùng minh  Lb : M ⊗A A → M ⊗R B laø 

ñoàng caáu R-moâ ñun. 
 

ii)   Chöùng minh f : (M ⊗R A) × B →  M ⊗R B cho bôûi 
              f(x, b) = Lb(x) laø A-song tuyeán tính. 
 

iii) Naâng f thaønh  Lf  A-ñoàng caáu töø (M ⊗R A) ⊗A B  vaøo 
cho bôûi Lf[(m⊗a)b] = Lb(m⊗a) . Chöùng minh raèng Lf laø 
ñoàng caáu B-moâ ñun. 

 

iv) Chöùng minh Lg töø  M ⊗R B  vaøo  (M ⊗R A) ⊗ A B cho 
bôûi Lg(m⊗b) = (m⊗1)⊗b laø ñoàng caáu B-moâ ñun vaø laø 
aùnh xaï ngöôïc cuûa Lf. 

  
2.40.  Töông töï nhö baøi 2.39. 
 

2.41. Xeùt aùnh xa ïg : M × A → X, g(m, a) = af(m). 
 

2.42. i) Ñeå yù Mn(R) laø R-moâ ñun töï do vôùi cô sôû {eij}, oû ñaây eij laø  
         ma traän coù heä soá ôû vò trí  ij  baèng 1, caùc vò trí coøn laïi baèng  
         khoâng, Mn(R) ⊗A A  coù cô sôû laø {eij ⊗ 1}. AÙp duïng baøi 2.20.  
 

iii) AÙp duïng (i). 
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    CHÖÔNG III 
 

3.1. Vôùi moãi q∈ N�, do nhoùm aben töï do Xq+1 laø Z-moâ ñun 

töïdo, neân theo baøi taäp 1.2.6 ta coù : 
 

Xq+1 = Ker∂q+1 ⊕ Aq+1. 
 

goò δq+1: Aq+1 → Ker∂q maø δq+1(a) = ker∂q+1IAq+1 = {0}. Vaäy δq+1 
laø ñôn caáu. Boå sung moâ ñun 0 vaø caùc ñoàng caáu 0 veà hai phía cuûa 
δq+1 ta ñöôïc phöùc q-bieät laäp S(q). Hôn  nöõa roõ raøng laø: 
 

                            X ≅ 
:q

+∞

−∞⊗ S(q)  

 

3.2.  Giaû söû S laø phöùc q-bieät laäp trong ñoù Sq vaø Sq+1 laø nhöõng 
nhoùm aben höõu haïn sinh vôùi ∂ laø ñôn caáu töø Sq+1 vaøo Sq. Goïi r laø 
haïng cuûa Sq, s laø haïng cuûa Sq+1, {x1, x2, . . . , xs} laø cô sôû cuûa Sq+1. 
Khi ñoù ta coù caùc keát quaû sau  : 
 

     •  s ≤ r  bôûi ∂ laø ñôn caáu. 
 

     •  Vôùi moïi 1 ≤ i ≤ s ,   Z xi  ≅  Z � vaø Z∂(xi)  ≅ Z  � 
 

     •   Sq+1  =   Z x1 ⊕  Z x2 ⊕ . . . .⊕  Z xs  ⊕  As+1 ⊕ .  .  . ⊕ Ar 

 

                                                                             r-s laàn  
          Trong ñoù As+1 = . . . . = Ar = 0 
 

Goïi {∂(x1), . . . , ∂(xs), ys+1, . . ., yr} laø cô sôû cuûa Sq. Ta ñònh nghóa 
∂i : � Z xi→  Z ∂(xi) laø ñoàng caáu nhaän ñöôïc töø söï haïn cheá cuûa∂  
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treân caùc  Z xi  neáu 1 ≤ i ≤ s  vaø ∂i  : Ai → Z yi  neáu s+1 ≤ i ≤ r , 

khi ñoù roõ raøng caùc ∂i = 0  neáu s+1 ≤  i ≤  r vaø ∂ = ⊕ ∂i .Vôùi moïi 1 
≤ i ≤ r 
ñaët Xi  laø phöùc  bieät laäp vôùi ∂i laø ñôn caáu noái ñaõ noùi ôû treân thì caùc 
Xi laø phöùc sô caáp vaø S ≅  ⊕Xi.. 
 

3.3.  AÙp duïng keát quaû baøi taäp 3.1 vaø baøi taäp 3.2 ta coù keát quaû 
chöùng minh. 
 

3.4. 
        Theo ñieàu kieän baøi toaùn. Ta coù caùc bieán ñoåi daây chuyeàn töø 
phöùc döông X tôùi phöùc taàm thöôùng A vaø ngöôïc laïi:  
 

                                      ∂1               ∂2  
                0             X0           X1                X2

                                         ε        f 
 

                0             A             0                 0 
 

Thoaû: εf =1A  vaø toàn taïi bieán ñoåi daây chuyeàn s: 1X ≅ fε ñieàu naøy 
coù nghóa laø phöùc X vaø phöùc taàm thöôøng A laø töông ñöông ñoàng 
luaân vôùi nhau. Vì vaäy: Hn(X) ≅ A, neân ta coù ñöôïc keát luaän : 
 

Hn(X)  = 0 khi n > 0  vaø  H0(X)  ≅ A. 
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3.5.  
                                          æn+2               σn+2  
                     0            Xn+2             Yn+2               Kn+2             0 
                                ∂                   ∂                  ∂            
                                           æn+1              σn+1 

                     0            Xn+1             Yn+1               Kn+1             0 
                                ∂                   ∂                   ∂                   
                                            æn                  σn

                     0            Xn                Yn                  Kn                0 
                                ∂                   ∂                   ∂ 
                                           æn-1                σn-1  
                     0            Xn-1             Yn-1                Kn-1              0 
 

Chöùng minh söï xaùc ñònh cuûa ∂E. 
 

    Coá ñònh k∈ Kn+1 laø chu trình, ñaàu tieân ta chöùng minh söï xaùc 
ñònh cuûa ∂E hoaøn toaøn khoâng phuï thuoäc vaøo söï choïn y∈Yn+1 ñeå 
thoaû σn+1(y) = k. Thaät vaäy, neáu coù y, y’ ∈ Yn+1 sao cho 
 

σn+1(y)  =  σn+1(y’)  =  k 
 

Khi ñoù σn+1(y – y’) = 0   töùc  (y – y’) ∈ Kerσn+1.  
 

    Töø doøng hai laø khôùp neân kerσn+1 = Imæn+1, aét toàn taïi x’’∈ Xn+1 
maø æn+1(x’’) =  y – y’, suy ra  
 

y  =  y’ + æn+1(x’’)                (1) 
 

Ta coù 
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σn∂(y)  =  ∂σn+1(y)  =  ∂(k)  =  0 
 

suy ra ∂(y) ∈ Kerσn. Laäp luaän töông töï ta coù ∂(y’) ∈ Kerσn. Do 
doøng 3 khôùp neân   Kerσn  =  Imæn . Vaäy coù x, x’ ∈ Xn sao cho 
 

æn(x)  = ∂(y)  ;  æn(x’)  = ∂(y’)          (2) 
 

Töø (1) vaø (2) ta nhaän ñöôïc 
 

                  æn(x)  =  ∂(y)   
 

                             =  ∂ [y’ + æn+1(x’’)]   
 

                             =  ∂(y’) + ∂æn+1(x’’)  
  
                             =  æn(x') + æn∂(x’’) 
 

do ñoù æn(x – x’)  =  æn∂(x’’) . Töø giaû thieát æn laø ñôn caáu, ta nhaän 
ñöôïc  
 

                   (x –x’)  =  ∂(x’’)  hay  x  =  x’ + ∂(x’’)         (3) 
 

Maët khaùc ∂(x’’) chính laø bôø cuûa Xn, vì vaäy töø (3)  clsx  =  clsx’. 
Ñieàu naøy chöùng toû ∂E khoâng phuï thuoäc vaøo söï löïa choïn y∈Yn+1 
ñeå thoaû ∂(y) = k. 
 

   Baây gìô ta seõ chöùng minh ∂E khoâng phuï thuoäc vaøo söï chon löïa 
phaàn töû ñaïi dieän cuûa clsk. Thaät vaäy neáu k, k’ ∈ Kn+1 maø k, k’ laø 
caùc chu trình vaø (k – k’)  bôø cuûa Kn+1. Töø σn+2 laø toaøn aùnh aét toàn 
taïi y’∈ Yn+2 sao cho 
 

                         ∂σn+2 (y’)   =  σn+1∂(y’)  =  k  -  k’ 
 

                   ⇒   k  =  k’ + σn+1∂(y’)                (4) 
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Laáy y ∈ Yn+1  maø σn+1(y)  =  k’. Khi ñoù do (4)  
 

σn+1[ y + ∂(y’)]  =  σn+1(y) + σn+1∂(y’) = k 
 

Neáu x, x’ ∈ æn maø æn(x)  =  ∂(y), æn(x’)  =  ∂ [y + ∂(y’)]. Khi ñoù  
 

æn(x’)  =  ∂(y)  + ∂∂(y’)  = ∂(y)  =  æn(x) 
 

Do æn laø ñôn aùnh neân :  x = x’  ñieàu naøy daãn ñeán ∂E (clsk)  =  
∂E(clsk’) . 
 

     Cuoái cuøng ñeå kieåm tra ∂E laø ñoàng caáu. Laáy clsk  vaø clsk’ naèm 
trong Hn+1(K). Töø chöùng minh phaàn treân ta hoaøn toaøn coù quyeàn 
choïn coá ñònh k laøm phaàn töû ñaïi dieän cho clsk, k’ laøm phaàn töû ñaïi 
dieän cho clsk’ vaø y, y’ ∈ Yn+1 thoaû σn+1(y)  =  k, σn+1(y’)  =  k’. 
Khi ñoù  

σn+1(y + y’)  = k + k’ 
 

Laáy x, x’ ∈ Xn maø æn(x) = ∂(y) vaø æn(x’) = ∂(y’), ta coù ∂E(clsk)  =  
clsx’ ,  ∂E(clsk’)  =  clsx’. Maët khaùc   
 

                        æn(x + x’)  =  æn(x)  +  æn(x’) 
 

                                           =  ∂(y)   +  ∂(y’)  
 

                                           =  ∂(y + y’)  
 

Ñieàu naøy chöùng toû  
 

                           ∂E[cls(k + k’)]  =  cls(x +x’) 
  ⇒  ∂E(clsk + clsk’)  =  clsx + clsx’   
 

                                    =  ∂E(clsk) + ∂Ecls(k’) 
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Vaäy ∂E laø ñoàng caáu. 
 

3.6. 
                                  σn

*                          æn
* 

   0        Hom(Kn, G)          Hom(Yn, G)          Hom(Xn, G)          0 
                 δ                           δ                           δ 
                                   σn+1

*                     æn+1
* 

   0        Hom(Kn+1,G)        Hom(Yn+1,G)       Hom(Xn+1,G)          0 
                 δ                           δ                            δ  
                                   σn+2

*                     æn+2
* 

   0        Hom(Kn+2,G)        Hom(Yn+2,G)        Hom(Xn+2,G)         0 
 

Moâ taû ñoàng caáu noái ∂E
*. 

 

   Neáu f∈ Hom(Xn, G) laø chu trình, tröôùc heát do æn
* laø toaøn aùnh, 

aét toàn taïi g∈ Hom(Yn, G) maø æn
* (g) = f. Khi ñoù  

 

æn+1
*δ(g) = δæn

*(g) = δ(f) = 0 
 

Töùc δ(y)∈ Keræn+1
* . Do doøng giöõa laø khôùp neân Keræn+1 = 

Imσn+1
* , aét toàn taïi h ∈ Hom(Kn+1, G) maø σn+1

*(h) =δ(g). Bôûi 
σn+2

*δ(h) = δσn+1
*(h) = δδ(g) = 0. Töùc h laø chu trình cuûa 

Hom(Kn+1,G), ta moâ taû caùc laäp luaän treân baèng bieåu ñoà mieâu taû 
sau.                                            g                f ∈ Hom(Xn, G) 
                                                     δ 
                                      σn+1

*          æn+1
*            

         Hom(Kn-1, G) ∋ h            δ(g)            0 
                                                     δ 
                                       σn+2

*     
                                                  0 
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Ñaët ∂E
*(clsf) = clsh. Ñoàng caáu noái ∂E

* chính laø ñoàng caáu Hn(X, G) 
vaøo Hn+1(K, G). Vieäc kieåm tra tính ñuùng ñaèn cuûa ∂E

* ñöôïc tieán 
haønh hoaøn toaøn töông töï nhö baøi taäp 3.5. 
 

3.7.  Taùc ñoäng haøm töû hieäp bieán Hom(G, -) leân daõy khôùp ngaén 
cheû ra caùc phöùc 
 

                    E : 0 ⎯→ X ⎯→ Y ⎯→ K ⎯→ 0 
 

Ta ñöôïc daõy khôùp ngaén cheû ra caùc phöùc nhoùm aben. 
 

E* : 0 → Hom(G, X) → Hom(G, Y) → Hom(G, K) → 0 
 

Bôûi vôùi moãi n∈   daõy  
 

0 → Hom(G, Xn) → Hom(G, Yn) → Hom(G, Kn) → 0 
 

laø khôùp vaø cheû, do haøm töû (G, -) baûo toaøn tính khôùp cheû cuûa daõy  
 

0 ⎯→ Xn ⎯→ Yn ⎯→ Kn ⎯→ 0 
 

Töông töï caùch xaây döïng ∂E trong ñònh lyù 1 chöông III, aùp duïng 
ñònh lyù daõy doàng ñieàu khôùp, ta coù daõy khôùp ñoàng ñieàu.  
                                       ∂E*                                                                            ∂E* 

               . . .Hn+1(G, K) → Hn(G, X) → Hn(G, Y) → Hn(G, K) →  
 
                     → Hn-1(G, X) → Hn-1(G, Y) → Hn-1(G, K) → . . . 
 

3.8.  Töø daõy khôùp ngaén cheû ra caùc phöùc 
 

E : 0 → A → B → C → 0 
 

 Vôùi moïi n ∈ N , ta coù caùc daõy khôùp ngaén cheû ra sau: 
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0 → Hom(C, Xn) → Hom(B, Xn) → Hom(A, Xn) → 0 
 

0 → Hom(Xn, A) → Hom(X, B) → Hom(X, C) → 0 
 

Ap duïng ñònh lyù daõy ñoái ñoàng ñieàu khôùp ta ñöôïc: 
 

    a)  Daõy ñoái ñoàng ñieàu khôùp 
              
           . . .Hn+1(A, X) → Hn(C, X) → Hn(B, Xn) → Hn(A, X) →  
 

              → Hn-1(C, X) → Hn-1(B, X) → Hn-1(A, X) → . . . 
 

 b)  Daõy ñoái ñoàng ñieàu khôùp 
 

     . . .Hn-1 (X, C) → Hn(X, A) → Hn (X, B) → Hn(X, C) →  
 

                  → Hn-1(X, A) → Hn-1(X, B) → Hn-1(X, C) → . . . 
 

3.9.  Taùc ñoäng haøm töû  Hom(- , X) leân daõy khôùp ngaén  
 

                    E : 0 ⎯→ A ⎯→ B ⎯→ C ⎯→ 0 
 

Ta ñöôïc daõy khôùp ngaén ra caùc phöùc nhoùm aben. 
 

E* : 0 → Hom(C, X) → Hom(B, X) → Hom(A, X) → 0 
 

Bôûi vôùi moãi n∈ N  daõy  
 

0 → Hom(C, Xn) → Hom(B, Xn) → Hom(A, Xn) → 0 
 

laø khôùp, do Xn laø moâ ñun noäi xaï vaø haøm töû Hom( - , Xn) baûo toaøn 
tính khôùp cheû cuûa daõy khôùp ngaén E. 
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   AÙp duïng ñònh lyù daõy ñoái ñoàng ñieàu khôùp, ta coù daõy khôùp ñoái 
ñoàng ñieàu.  
                                        

       . . .Hn+1(C, X) → Hn(A, X) → Hn(B, Xn) → Hn(C, X) →  
 

            → Hn-1(A, X) → Hn-1(B, X) → Hn-1(C, Xn-1) → . . . 
 

3.10.   
                                                ∂                    ∂ 

                         Xn-1                  Xn                   Xn+1

                                     sn-1                  sn 

                     fn-1     gn-1               fn    gn           fn+1    gn+1                                    
                                       ∂’                   ∂’   
                         X’n-1                 X’n                  X’n+1
 

Töø f ñoàng luaân daây chuyeàn vôùi g, do ñoù toàn taïi s sao cho 
 

sn-1∂  +  ∂ ’sn  =  fn - gn 
 

Suy ra   fn – sn-1∂  =  gn + ∂’sn                      (1) 
 

                                   δf                       δf           
             Xn-1⊕Xn’             Xn⊕Xn+1’         Xn+1⊕Xn+2’ 
                 hn                     hn+1                    hn+2      
                                  δg                       δg 

             Xn-1⊕Xn’             Xn⊕Xn+1’         Xn+1⊕Xn+2’ 
                  tn             æn     tn+1          æn+1    tn+2     
                                  δf                        δf 

             Xn-1⊕Xn’              Xn⊕Xn+1’        Xn+1⊕Xn+2’ 
 

Vôùi moïi n ∈ Z ta ñònh nghóa 
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hn+1 : Xn ⊕ Xn+1’ ⎯→ Xn ⊕ Xn+1’ 
(x, x’) → (x, sn(x)  +  x’) 

 

tn+1 : Xn ⊕ Xn+1’ ⎯→ Xn ⊕ Xn+1’ 
(x, x’) → (x, -sn(x)  +  x’) 

 

Khi ñoù h = {hn} vaø t ={tn} laø caùc bieán ñoåi daây chuyeàn töông öùng 
töø M(f) vaøo M(g) vaø töø M(g) vaøo M(f). Thaät vaäy, vôùi moïi n ∈ Z, 

vôùi moïi (x, x’) ∈ Xn ⊕ Xn+1’, ta coù  
 

               hnδf(x, x’)  =  hn(-∂(x), ∂’(x’)) + f(x) 
 

                                  =  (-∂(x), -sn-1∂(x) + ∂’(x’) + f(x)) 
 

                                  =  (-∂(x), ∂,sn(x) + ∂’(x’) + g(x))    (töø (1)) 
 

                                  =  δg(x, sn(x) + x’) 
 

                                  =  δghn+1(x, x’) 
 

vaäy hnδf  =  δghn+1
 

              δf tn+1(x, x’)  =  δf(x, -sn(x) + x’) 
 

                                    =  (-∂(x), -∂’sn(x) + ∂’(x’)  + f(x)) 
 

                                    =  (-∂(x), sn-1∂(x) + ∂’(x’) + g(x))    (töø (1)) 
 

                                    = tn(-∂(x), ∂’(x’) + g(x)) 
 

                                    = tnδg(x, x’) 
 

vaäy δf tn+1  =  tnδg
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Hôn nöõa, vôùi moïi n ∈ Z   
 

                   tn+1hn+1(x, x’)  =  tn+1(x, sn(x) + x’)   
 

                                           =  (x, - sn(x) + sn(x) + x’)   
 

                                           =  (x, x’) 
 

Vaäy  th  = 1M(f). Töông töï ta coù ht = 1M(g) 
 

Baây giôø vôùi moïi n ∈ Z, ta ñònh nghóa ñoàng caáu luaân daây chuyeàn  
 

æn : Xn-1 ⊕ Xn’ → Xn ⊕ Xn+1’ 
(x, x’) →  0 

 

Khi ñoù  
                     ænδf + δf æn+1 = 0  
 

                                            = 1Xn⊕Xn+1’ – 1Xn⊕Xn+1’  
 

                                                                 = 1Xn⊕Xn+1’ – tn+1hn+1
 

suy ra 1M(f)  ≈  th. Hoaøn toaøn töông töï ta coù 1M(g) ≈ ht. Vaäy 
 

M(f)   ≅   M(g), do ñoù Hn(M(f))  ≅  Hn(M(g)). Vì f  ≅  g: X → X’ 
neân  f* = g* : Hn(X)  →  Hn(X’)  vôùi moïi n. Töø caùc keát quaû coù 
ñöôïc ôû treân, hieån nhieân hai daõy ñoàng ñieâuø khôùp töông öùng vôùi 
hai noùn aùnh xaï M(f) vaø M(g) sau: 
 

                                  i*             π*               f*

. . . → Hn(X’) → Hn(Mf) → Hn-1(X) → Hn-1(X’) → . . . 
                                  i*             π*               f*

. . . → Hn(X’) → Hn(Mf) → Hn-1(X) → Hn-1(X’) → . . . 
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laø ñaúng caáu. 
 

 
 
3.11.       
   Caùch 1:                                  
                                       f            g 
                               A  ⎯→  B  ⎯→  C  ⎯→ 0 
                             α             β             γ  
                                       h             t       
                   0 ⎯→ A’ ⎯→  B’ ⎯→  C’ 
 

           f’           g’          ∂                h’               t’ 
Kerα → Kerβ → Kerγ → A’/Imα → B’/Imβ → C’/Imγ  
 

Ñònh nghóa  
 

                f’: Kerα → Kerβ chính laø veát cuûa f treân Kerα    
 

                g’: Kerβ → Kerγ chính laø veát cuûa g treân Kerβ   
 

h’ : A’/ Imα ⎯→ B’/ Imβ 
a + Imα → h(a) + Imβ 

 

t’: B’/ Imβ ⎯→ C’/Imγ 
b’ + Imβ → t(b’) + Imγ 

  
Ñoàng caáu noái ∂ : Kerγ → A’/Imα ñöôïc xaùc ñònh nhö sau. Vôùi moïi 
c ∈ Kerγ, töø g laø toaøn aùnh aét coù b ∈ B sao cho g(b) = c. Ta coù :  
tβ(b)  =  γg(b)  =  γ(c)  =  0   töùc  β(b) ∈ Kert. Doøng laø khôùp neân  
Kert = Imh, do ñoù toàn taïi a’ ∈ A’ sao cho h(a’) = β(b). Ñaët 
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∂(c)  =  a’ + Imα.  Vieäc kieåm tra tính ñuùng ñaén cuûa ∂ nghóa laø 
khoâng phuï thuoäc vaøo sö ïchon löïa b sao cho g(b) = c, ñöôïc thöïc 
hieän hoaøn toaøn töông töï nhö trong baøi taäp 3.5 
 

 Ta coù   
 

    βf(Kerα) = hα(Kerα)  =  0                   f(kerα) ⊆ Kerβ   
                                                       ⇒ 
     γg(Kerβ)  =  tβ(Kerβ)  =  0                  g(Kerβ) ⊆ Kerγ  
 

neân f’ vaø g’ ñöôïc ñònh nghóa toát. Baây giôø ta kieåm tra h’ vaø t’ ñöôïc 
ñònh nghóa toát. Thaät vaäy, giaû söû ta coù x’ + Imα  =  y’ + Imα  khi 
ñoù  (x’ – y’) ∈ Imα. Vaäy coù a ∈ A maø h(x’) – h(y’) = h(x’ – y’) = 
hα(a) = βt(a) suy ra h(x’) – h(y’) ∈ Imβ töùc 
 

h(x’) + Imβ  = h(y’)  + Imβ 
 

do ñoù h’ ñöôïc ñònh nghóa toát. Laäp luaän töông töï ta coù t’ cuõng ñònh 
nghóa toát. 
 

    Cuoái cuøng ta kieåm tra daõy sau khôùp. Hieån nhieân Imf’ ⊆ Kerg’. 
Laáy b ∈ Kerg’, khi ñoù g’(b) = g(b)  =  0. Do doøng laø khôùp neân coù 
a ∈ A maø f(a) = b. Maët khaùc b ∈ Kerβ neân β(b) = 0, suy ra  
 

hα(a)  =  βf(a)  =  β(b)  =  0. 
 

Töø h laø ñôn caáu neân ta coù α(a)  =  0. Vaäy  Kerg’ ⊆ Imf’  ñieàu naøy 
daãn tôùi  
 

Imf’  =  Kerg’          (1) 
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Laáy b ∈ Kerβ, khi ñoù toàn taïi a’ ∈ A sao cho h(a’) = β(b) = 0. Töø 
h laø ñôn caáu neân a’ = 0, suy ra  ∂g(b)  =  ∂g’(b)  =  a’ + Imα = 0 
töùc  g’(b) ⊆ Ker ∂.  
 

      Ñeå thaáy bao haøm ngöïôc ta laáy c ∈ Ker∂, khi ñoù toàn taïi  b ∈ 
B, a'∈ Imα sao cho g(b)  =  c  vaø h(a’) = β(b) . Töø doøng laø khôùp 
do ñoù coù a ∈ A maø α(a) = a’. Vaäy 
 

h(a’)  =  hα(a)  =  βf(a)  =  β(b) 
 

suy ra β[b – f(a)]  =  0   töùc  (b – f(a)) ∈ Kerβ. Hôn nöõa,  
 

g’[b – f(a)] = g[b – f(a)] =  g(b) – gf(a) = c 
 

suy ra  Ker∂ ⊆ Img’  ñieàu naøy daãn ñeán  
 

Ker∂  =  Img’               (2) 
 

Laáy c ∈ Kerγ, khi ñoù toàn taïi b ∈ B sao cho g(b) = c, h(a’) = β(b) 
vaø ∂(c) = a’ + Imα. Vì vaäy 
 

                        h’∂(c)  =  h’(a’ + Imα) 
   
                                    =  h(a’) + Imβ   
 

                                    =  β(b) + Imβ   
 

                                    =  0 
 

Töùc   Im∂ ⊆ Kerh’. 
 

      Laáy a’ + Imα  maø h’(a’ + Imα)  =  0. Khi ñoù h(a’) ∈ Imβ vaäy 
coù b ∈ B maø h(a’)  = β(b). Theo ñònh nghóa cuûa ∂ thì 
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∂g(b)  = a’ + Imα 
 

Maët khaùc ∂g(b)  =  tβ(b)  =  th(a’)  =  0, suy ra g(b) ∈ Kerγ  töùc 
Kerh’ ⊆ Im∂  ñieâuø naøy daãn tôùi  
 

Kerh’  =  Im∂             (3) 
 

Hieån nhieân t’h’ = 0  do ñoù Imh’ ⊆ Kert’. 
 

    Laáy b’ + Imβ  maø  t(b’ + Imβ) = 0. Khi ño,ù t(b’) ∈ Imγ, vì vaäy 
toàn taïi c ∈ C  maø γ(c) = t(b’). Töø g laø toaøn aùnh aét coù b ∈ B sao 
cho g(b) = c, do ñoù  
 

                          t(b’)  =  γ(c)  = γg(b)  =  tβ(b) 
 

t[b’ - β(b)]  =  0 
 

Töùc b’ - β(b) ∈ Kert. Töø doøng laø khôùp neân Kert = Imh do ñoù toàn 
taïi a’ ∈ A’ maø h(a’)  =  b’ - β(b)  suy ra  
 

                  h’(a’ + Imα)  =  h(a)’ + Imβ   
 

                                         =  b’ - β(b) + Imβ   
 

                                         =  b’ + Imβ 
 

Vaäy Kert’ ⊆ Imh’. Ñieàu naøy daãn ñeán  
 

Kert’  =  Imh’            (4) 
 

Caùc ñaúng thöùc (1), (2), (3) vaø (4) cho ta ñieàu caàn chöùng minh. 
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Caùch 2:                      0                   0                   0 
                                            
                                           f’                    g’ 

                0           A/Kerf                B                 Imt                0 
                                α’                  β                   ∂                  γ 
                                            h                     t 
                0                A’                 B’                 C’                 0 
                                ∂                   ∂                   ∂ 
                                
                                   0                   0                   0 
Söû duïng bieåu ñoà treân, deã thaáy do h ñôn caáu vaø hình vuoâng ñaáu 
giao hoaùn neân ta coù Kerf ⊆ Kerα, vaø do g toaøn caáu vaø hình 
vuoâng sau giao hoaùn maø γ(C) ⊆ Imt. Töø ñoù ta coù daõy khôùp                         
ngaén caùc phöùc : (hình  ôû beân treân) 
 

 Trong ñoù f’(a + kerf) = f(a) laø ñôn caáu vaø α’(a + Kerf )  = α(a) . 
AÙp duïng ñònh lyù daõy ñoàng ñieàu khôùp ta coù daõy khôùp sau: 
 

   0 → Kerα’ → Kerβ → Kerγ → A’/α’(A) →  
                            → B’/ β(B) → Imt / γ(C) → 0 
 

Chuù yù raèng: Ker’ = Kerα / Kerf cho ta pheùp chieáu: 
 

p: Kerα → Kerα / Kerβ = Kerα’ 
 

laø toaøn caáu. Töø  α’(A) = α(A) cho ta A’/α’(A)  = A’/α(A) vaø 
pheùp nhuùng j’: Imt → C’ cho ta nhuùng j* : Imt/ γ(c) → C’/γ(C). 
 
Nhö vaäy noái hai ñaàu daõy treân caùc toaøn caáu p vaø pheùp nhuùng j* ta  
ñöôïc daõy sau laø khôùp: 
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Kerα → Kerβ → Kerγ → A’/α(A) → B’/β(B) → C’/γ(C) 
                                                           
                 
                Kerα’                                                     Imt/γ(C) 
 

3.12.(⇒) Giaû söû u∈ G maø u ≡ u  vôùi moät i naøo ñoù. Goò  i
                                                                                                                                          

                     x :=  α∑
=

m

j 1
juj  ,   y := β∑

=

m

j 1
juj  ,    

                                                                                   

                              α∑
=

m

j 1
j  =  β∑

=

m

j 1
j  = 1 

                                              
laø hai ñieåm phaân bieät naèm trong G maø ñoaïn thaúng ñi qua hai 
ñieåm ñoù chöùa u. Phöông trình ñoaïn thaúng ñi qua x, y coù daïng 
                                          

f(t)  =  tx  +  (1 - t)y  =  [tα∑
=

m

j 1
j + (1 - t)βj]uj  ,             t∈[0, 1] 

                                        
do u ∈ f([0, 1]) neân toàn tai t0 ∈ [0, 1] maø  
                                                

u  =  ui  =  [tα∑
=

m

j 1
j + (1 - t)βj]uj

Taäp hôïp {u1, u2, . . . , um} ñoäc laäp afin neân ta coù 
 

                         t0αj + (1 – t0)βj  =  0    neáu   i ≠ j     (1) 
                         t0αj + (1 – t0)βj  =  1    neáu   i = j     (2) 
 
Neáu t0 = 0 hoaëc t0 =1 thì u ≡ y  hoaëc  u ≡ x, khi ñoù ta coù ñieàu 
chöùng minh. Giaû söû  t0 ∈ (0, 1) töø (1) ta coù 
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                     t0αj + (1 –t0)βj  =  0    vôùi moïi j ≠ i 
 

               ⇔  t0(αj - βj) + βj  =  0    vôùi moïi j≠ i 
 

coäng theâm giaû thieát caùc βj ≥ 0 ,  ta nhaän ñöôïc αj ≤ βj , ∀j ≠ i. Maët 
khaùc 
                                                      

                     α∑
=

m

j 1
j  =  β∑

=

m

j 1
j  = 1 

neân αi ≥ βi .  Vaäy töø (2) ta nhaän ñöôïc 
 

1  =  t0αi + (1 – t0)βi   ≤   t0αi + (1 – t0)αi  =  αi     (3) 
 

Bôûi αi ≤ 1 neân ñeå ñaúng thöùc ôû (3) xaûy ra ta phaûi coù  
 

αi  =  βi  =  1 
 

suy ra αj  =  βj  =  0  vôùi moïi j ≠ i  hay x ≡ y ≡ u. Ñieàu naøy voâ lyù 
vôùi giaû thieát x vaø y laø hai ñieåm phaân bieät, do ñoù ta phaûi coù t0 = 1 
hoaëc t0 = 0 (ñpcm). 
                                              

(⇐)  Giaû söû  u := α∑
=

m

j 1
juj ∈ G  laø ñieåm luoân naèm ôû hai ñaàu   muùt 

cuûa ñoaïn thaúng baát kyø naèm trong G chöùa noù. Töø  caùc αj ≥ 0 vaø 
∑αj =1 aét toàn taïi chæ soá i∈ {0, 1, . . . , m} sao cho  0 < αi  ≤ 1. 
Neáu αi ≠ 1. Xeùt phöông trình ñoaïn thaúng naèm trong G 
 

f(t) = tui + (1 - t) ∑
≠ ji

αj (1 - αi)-1uj          t∈ [0,1] 

khi ñoù                                                                     
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f(αi) = αiui + (1 - αi) ∑
≠ ji

αj(1 - αi)-1uj = α∑
=

m

j 1
juj = u 

töùc u ∈ f([0,1]). Theo giaû thieát, u ≡ uj hoaëc u ≡ ∑
≠ ji

αj(1 - αi)-1uj 

Neáu u ≡ ui thì ta coù αi =1 maâu thuaãn vôùi giaû thieát αj ≠ 1. Coøn neáu 
u  ≡  α∑

≠ ji
j(1 - αi)-1uj thì ta coù αi = 0 ñieàu naøy cuõng maâu thuaãn 

vôùi giaû thieát αi ≠ 0. Toùm laïi ta coù αi = 1, ñieàu naøy cho ta u ≡ ui.  
 
CaÙch khaùc:  
  Ta chöùng minh baøi toaùn baèng meänh ñeà phaûn ñaûo. Thaät vaäy neáu 

u ≠ uj vôùi moïi j thì u = α∑
=

m

j 1
juj vôùi α∑

=

m

j 1
j = 1 vaø 0¸ ≤ αj < 1. Suy ra 

coù ít nhaát αi ∈ (0, 1). Khi ñoù: 
 
 u = αiui + (1 -  αk) ∑

≠ ji
αj (1 - αi)-1uj vôùi u’ = ∑

≠ ji
αj (1 - αi)-1uj 

phaàn töû thuoäc bao loài ñaõ cho. Ñieàu naøy coù nghóa u thuoäc vaøo 
ñoaïn thaúng noái ui vaø u’ vaø u ∉ {ui, u’}. 

  Neáu u thuoäc ñoaïn thaúng noái a = α∑
=

m

j 1
juj  vaø b = β∑

=

m

j 1
juj vôùi 

α∑
=

m

j 1
j  = β∑

=

m

j 1
j  =  1, 0 ≤ αj, βj ≤ 1 vaø u ≠ a, u ≠ b thì tröôùc heát a ≠ 

b do ñoù toàn taïi ít nhaát hai chæ soá i ≠ l maø αi ≠ βl . Ñoàng thôùi toàn 

taïi t ∈(0, 1) maø u = ta + (1 - tb) = (tα∑
=

m

j 1
j + (1 - t)βj)uj . Töø caùc 
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ñieàu kieän treân ta coù: αi+ (1 - βi) ≠ 0 vaø tαl + (1 - t)βl ≠ 0 töùc u phuï 
thuoäc caùc uj vaø khoâng theå ñoàng thôøi truøng vôùi baát kyø moät uj naøo.  
 

3.13.  Giaû söû  X laø khoâng gian toâ poâ chæ coù moät ñieåm a. Khi ñoù 
trong moãi n-chieàu, X chæ coù moät ñôn hình kyø dò ñoù laø aùnh xaï lieân 
tuïc Tn : Δn →  {a} mang toaøn boä Δn vaøo moät ñieåm a. Suy ra moãi 
toaùn töû laáy bieân diTn chính laø Tn-1 cho moãi i = 0,1, . . . , n. Töø ∂T 
laø toång ñan daáu cuûa caùc toaøn töû laáy bieân diT, suy ra ∂T2m =  T2m-1 
vaø ∂T2m-1 = 0. Ñieàu naøy chöùng toû neáu soá chieàu laø chaún thì S(X) 
khoâng coù chu trình ngoaïi tröø 0, coøn khi soá chieàu leû moïi phaàn töû 
cuûa S2n-1 ñeàu laø chu trình vaø cuõng laø bôø. Suy ra  
 

Hn(X) = 0 khi n ≥ 1 vaø H0(X)  ≅  � 
 

3.14.  Bieãu dieãn moät ñieåm naèm trong ñôn hình maãu n-chieàu baèng 
toaï ñoä höôùng taâm (x0, x1, . . . , xn) cuûa noù. Khi ñoù ñôn hình kyø dò 
n-chieàu T coù theå xem nhö haøm n +1 bieán xi, trong ñoù caùc bieán xi 

khoâng aâm vaø x∑
=

n

i 0
i = 1. Toaøn töû laáy bieân thöù  i coù theå xeùt nhö 

haøm soá ñöôïc ñònh nghóa bôûi 
 

diT(x0,x1, . . . , xn)  =  T(x0, . . . , xi-1, 0, xi+1, . . . , xn) 
 

nghóa laø laáy bieán thöù i baèng giaù trò 0. Ñeå chöùng minh coâng thöùc 
didjT = dj-1diT vôùi i < j, ta tieán haønh nhö sau ñaàu tieân ñaët xj = 0 vaø 
sau ñoù xi = 0 trong T(x0, x1, . . . , xn) vôùi i < j thì cuõng nhö  ñaàu 
tieân ñaët xi = 0, ñaùnh chæ soá laïi roài ñaët 0 vaøo vò trí j –1 môùi. 
 

3.15.  
  Do yeâu caàu baøi toaùn chæ ñoøi hoûi laø H0(X)  ≅  X, neân ta chæ caàn 
chöùng minh daõy 
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                                               ε            ∂ 
0 ← Z  ← S0(X) ← S1(X) 

 
laø daõy khôùp. Thaät vaäy: neáu 
     z = a1 + . . . + ak – b1 - . . . –bk ∈ Kerε ⊆ S0(X), trong ñoù caùc ai, 
bj laø caùc ñôn hình kì dò 0-chieàu bieán Δ0 vaøo ai hay bj thuoäc X, thì 
do ε(z) = 0 neân k = t  do ñoù z = (a1 – b1) + (a2 – b2) + . . . + (at - bt) 
ñieàu naøy chöùng toû heä sinh cuûa Kerε goàm topaøn caùc phaàn töû daïng 
(aj – bj). Tuy nhieân do X laø khoâng gian lieân thoâng tuyeán tính neân 
aét toàn taïi ñôn hình kì dò T bieân Δ1 → X maø hai bieân laø ai,bi do ñoù  
∂T = ai - bi . Vaäy heä sinh cuûa Imt cuõng bao goàm caùc phaàn töû (ai - 
bi) nhö Kerα, suy ra Im∂ = Kerε (ñpcm). 
 

3.16.  Giaû söû C laø taäp loài trong khoâng gian Euclide, coá ñònh ñieåm 
w∈ C, goïi α laø aùnh xaï haèng ñi töø C vaøo {w} ñònh nghóa aùnh xaï  
 

                                        ϕ : C × [0, 1] ⎯→ C 
                                              ϕ(u, t) → tw + (1 - t)u 
 

               Khi ñoù   
 

                        ϕ(u, 0)  =  0.w + (1 - 0)u  =  u  =  1C(u) 
 

                         ϕ(u, 1) =  1.w + (1 - 1)u  =  w  = α(u)    
 

            Ñieàu naøy chöùng toû C co ruùt vaøo ñieåm w∈ C 
 

ii)  Giaû söû  X laø khoâng gian toâ poâ co ruùt vaøo ñieåm a∈ X, khi ñoù 
toàn taïi aùnh xaï lieân tuïc ϕ : X × [0, 1] → X sao cho ϕ(x, 0) = x  vaø 
ϕ(x, 1) = a, vôùi moïi x∈ X . 
 
 Xeùt bieåu ñoà  
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                     ε                 ∂                   ∂ 
              Z�      S0(X)           S1(X)           S2(X)  

                              ε      
                                          s0                s1 

              0                Z�           0                 0  

                              f  
                       ε                 ∂                ∂ 
             Z�           S0(X)        S1(X)          S2(X) 

 
Trong bieåu ñoå treân ñoàng caáu ε laø ñoàng caáu mang caùc ñôn hình kyø 
dò 0-chieàu vaøo phaàn töû 1 cuûa Z �. Ñoàng caáu f : � Z → S0(X) laø 

ñoàng caáu mang 1 vaøo ñôn hình 0-chieàu aùnh xaï vaøo a. Töø ñònh 
nghóa treân deã daøng thaáy ñöôïc  
 

                           εf  = 1                                         (1) 
 

vôùi moïi n ≥ 0, ñoàng  luaân daây chuyeàn s ñöôïc xaùc ñònh nhö sau :  
sn : Sn(X) → Sn+1(X) cho bôûi 
 

snT(x0, x1, . . . , xn) =  ϕ(T(x1, . . . , xn), x0) 
 

Töø caùc aùnh xaï ϕ  laø aùnh xaï lieân tuïc do ñoù sn ñöôïc ñònh nghóa toát. 
Theo ñònh nghóa naøy, vôùi moïi n ≥ 1, ta coù 
 

                 d0snT(x0, x1, . . . , xn) = snT(0, x1, . . . , xn)  
 

                                                     = ϕ(T(x1, . . . , xn), 0)  
 

                                                     = T(x1, x2, . . . , xn)  
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                            ⇒    d0snT = T                                  (2) 
 

       dí+1snT(x0, x1, . . . , xn) = snT(x0, . . ., xi, xi+2, . . . , xn)  
 

                                             = ϕ(T(x1, . . . , xi, xi+2, . . . , xn), x0)   
 

                = sn-1diT(x0, . . . , xn) 
 

                              ⇒    di+1snT  = sn-1diT                       (3) 
 

Taïi n = 0, ta coù 
 

              d1s0T(x0, x1)  =  s0T(1, 0)  
 

                                    =  ϕ(T(0), 1) 
 

                                    =  a  =   fεT(x0, x1) 
 

                             ⇒    d1s0T =  fεT                                 (4) 
 

Vôùi moïi n > 0 ta coù 
                                                                      

                             ∂sn(T)  =  ∑
=

n

i 0
(-1)idisnT  

                                          =  T  +  (-1)∑
=

n

i 1
idisnT    (theo (2) ) 

                                                                                   

                                          =  T  +  (-1)∑
=

n

i 1
isn-1di-1T  (theo  (3)) 

                                          =  T  + sn-1∑ (-1)
=

n

i 1
idi-1T 
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                                          =  T  -  sn-1 ∑
−

=

1

0

n

i
(-1) di iT        (ñoåi bieán) 

                                                                                              

                                          =  T  -  sn-1∂T 
 

Suy ra:            sn-1∂  +  ∂sn  = 1                                          (5) 
 

Taïi n = 0, ta coù  
 

∂s0T  =  d0s0T  - d1soT  =  T - fε(T) 
 

Suy ra                ∂s0  =  1  -  fε                                             (6) 
 

Töø (1), (5) vaø (6), chöùng minh hoaøn toaøn töông töï nhö trong baøi 
taäp 3.4 ta coù ñöôïc  
 

H0(S(X))  ≅  Zvaø  Hn(S(X))  =  0   vôùi n > 0. 
 

Caùch khaùc:(caâu ii) 
  Vì X co ruùt vaøo ñieåm x0 ∈ X neân caùc aùnh xaï lieân tuïc 1X  vaø  
ϕ(X) laø ñoàng luaân vôùi nhau . Do ñoù Hn(1X) = Hn(ϕ) : Hn(S(X)) → 
Hn(S(X)) vôùi moïi n. Vì raèng Hn(1X) = 1Hn(S(X)), neân ñeå chöùng minh 
Hn(S(X))  = 0 vôùi moïi n > 0, ta caàn chöùng minh Hn(ϕ)  = 0. Tröôùc 
heát deã thaáy raèng phöùc kì di cuûa khoâng gian chæ goàm moät ñieåm 
{x0} laø S({x0}) :                   0      1       0 
                                0 ← Z  ← Z  ← Z  ← Z � ← . . .  

do vaäy Hn(S({x0})) = 0, voùi moïi n vaø Hn(S({x0}))  ≅ Z �. Ta 

phaân tích aùnh xaï ϕ thaønh tích hai aùnh xaï: 
                                             ϕ0         j 

X → {x0}→ X 
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vaø do ñoù ta ñöôïc Hn(ϕ) = Hn(j) .Hn(ϕ0) maø hieån nhieân laø Hn(ϕ0) = 
0 vôùi moïi n > 0 bôûi Hn(S({x0})) = 0. Vaäy Hn(ϕ) = 0 vôùi moïi n. Khi 
n = 0, do Hn(ϕ) = H0(1X) , neân H0(ϕ0) phaûi laø ñôn caáu vaø do ñoù laø 
ñaúng caáu : H0(ϕ0)  ≅  H0(S({x0}))  ≅ Z �. 
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CHÖÔNG IV 
 
4.1.  Giaû söû A laø R – moâ ñun. Ta ñaõ bieát moïi moâ ñun ñeàu nhuùng 
vaøo ñöôïc moät moâ ñun noäi xaï naøo ñoù. Do ñoù toàn taïi daõy khôùp  
 

    δ0

0 → A → X0

  
Trong ñoù X0 laø moâ ñun noäi xaï. Laïi vì X0/ A ñöôïc nhuùng vaøo  moâ 
ñun noäi xaï X1, neân ta coù daõy ñoàng caáu  
 

                                            π1           i1

X0  → X0/A → X1 

 

ñaët δ1 = i1π1, khi ñoù δ1 laø ñoàng caáu ñi töø X0 vaøo X1 vôùi 
 

Kerδ1  =  (i1π1)-1(0)  =  A. 
 

Tieáp theo X1/Imδ1 ñöôïc nhuùng vaøo moâ ñun noäi xaï X2 neân ta coù 
daõy ñoàng caáu 
 

                                         π2                i2 

X1 → X1/Imδ1 → X2

 

Ñaët δ2
 = i2π2, khi ñoù δ2 laø doàng caáu ñi töø X1 vaøo X2 coù 

 

Kerδ2  =  (i2π2) –1(0)  =  Imδ1. 
 

Baèng quy naïp toaùn hoïc ta thieát laäp ñöôïc daõy khôùp caùc moâ ñun noäi 
xaï 
 

                                       δ0       δ1      δ2

0 → A → X0 → X1 → X2 → . . . 
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Daõy treân chính laø pheùp giaûi noäi xaï maø ta caàn tìm. 
 

  Ñeå chöùng minh hai pheùp giaûi noäi xaï töông ñöông ñoàng luaân vôùi 
nhau. Tröôùc tieân ta caàn hai meänh ñeà sau. 
 

Meänh đeà 1. Cho h : A → B laø ñoàng caáu cuûa moâ ñun A vaøo moâ 
ñun B vaø  
 

                                          δ        δ         δ 
X : 0 → A → X0 → X1 → X2 → . . . 

 

laø pheùp giaûi noäi xaï baát kyø cuûa A, vaø 
 

                                          σ        σ        σ 
Y : 0 → B → Y0 → Y1 → Y2 → . . . 

 

laø pheùp giaûi noäi xaï baát kyø cuûa B. Khi ñoù toàn taïi caùc ñoàng caáu 
 

{fn : Xn → Yn  :  n ∈ N} 
 

sao cho bieåu ñoà sau giao hoaùn 
 

                          δ          δ          δ                       δ 
    X : 0        A          X0       X1        X2         ...         Xn        ... 
 

                  h          f0          f1          f2                      fn  
                          σ         σ          σ                     σ        
    Y : 0        B          Y0        Y1       Y2         ...          Yn         ... 
 

Nghóa laø {fn : Xn → Yn  :  n ∈ N} vaø h laäp thaønh bieàn ñoåi daây 

chuyeàn töø X vaøo Y 
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Chöùng minh.    
   Xeùt bieåu ñoà 
 

                                             δ0 

                        0             A             X0

                                    h              f0 

                                             σ0 

                        0              B            Y0

 

Vì δ0 laø ñôn caáu vaø Y0 laø moâ ñun noäi xaï neân toàn taïi f0 töø X0 vaøo 
Y0 sao cho hình vuoâng beân phaûi giao hoaùn nghóa laø  
 

f0δ0  =  σ0h 
 

Giaû söû vôùi 0 ≤ m < n  ta ñaõ xaây döïng ñöôïc caùc ñoàng caáu  
 

fm : Xm → Ym 

 

Sao cho bieåu ñoà sau giao hoaùn 
 

                              δ               δ 
                    Xm-1           Xm              Xm+1

               fm-1               fm                     fm+1 

                               δ               δ 
                    Ym-1           Ym               Ym+1

 

Xeùt bieåu ñoà 
                              δ               δ 
                    Xn-1            Xn              Xn+1

               fn-1               fn                       fn+1 

                               δ               δ 
                    Yn-1            Yn               Yn+1
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Töø Yn+1 laø moâ ñun noäi xaï caùc doøng laø khôùp. AÙp duïng baøi taäp 3.7, 
toàn taïi ñoàng caáu fn+1 töø  Xn+1 vaøo Yn+1 sao cho hình vuoâng beân 
phaûi giao hoaùn. Nhö theá ta ñaõ hoaøn thaønh vieäc thieát laäp moät bieán 
ñoåi daây chuyeàn  f : X → Y vaø meänh ñeà ñöôïc chöùng minh. 
 

Meâïnh đeà 2. Cho X vaø Y laø hai pheùp giaûi noäi xaï cuûa caùc moâ ñun 
A vaø B, f = {fn, h}  vaø g = {gn, h} laø caùc bieán ñoåi daây chuyeàn töø 
X vaøo Y.  Khi ñoù f ñoàng luaân daây chuyeàn vôùi g. 
 

Chöùng minh . Ta phaûi xaây döïng ñoàng caáu  
 

kn : Xn → Yn

 

sao cho  kn+1δ  +  σkn  =  fn  - gn    vôùi moïi n ∈ N. 
 

Ñaët k0 = 0 : X0 → B. Giaû söû vôùi n ≥ 0 ta ñaõ döïng ñöôïc caùc ñoàng 
caáu  
 

km : Xm → Ym       0 ≤ m ≤ n 
 

sao cho   km+1δ  +  σkm  =  fm  - gm 
 

xeùt bieåu ñoà  
 

                              δ              δ  
                    Xn-1            Xn           Xn+1 

                                    tn                  
  kn+1  

                                       Yn  
 

Trong ñoù  tn :=  fn  -  gn  -  σkn

 

Khi ñoù ta coù 
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                                tnδ  =  fnδ  -  gnδ  -  δknδ 
 

                                       =  σfn-1  -  σgn-1  - σ(σkn-1  + fn-1  -  gn-1) 
 

                                       =  -σσδkn-1

 

                                       =  0 
 
Töø Xn laø moâ ñun noäi xaï vaø doøng laø khôùp. AÙp duïng baøi taäp 2.6 toàn 
taïi ñoàng caáu  
 

kn+1 : Xn+1 → Yn+1

 

sao cho                 kn+1δ  = tn = fn  - gn  -  δkn  
 

hay                        kn+1δ  + δkn  =  fn  -  gn
 

Baây giôø  giaû söû 
 

  X : 0 → A → X0 → X1 → X2 → . . . 
 

 Y : 0 → A → Y0 → Y1 → Y2 → . . . 
 

laø hai pheùp giaûi noäi xaï cuûa cuøng moâ ñun A. 
 

Khi ñoù toàn taïi bieán ñoåi daây chuyeàn  
 

f  =  {fn : Xn → Yn : n ≥ -1} 
 

g  =  {gn : Yn → Xn : n ≥ -1} 
 

trong ñoù f-1 vaø g-1 laø caùc töï ñoàng caáu ñoàng nhaát cuûa A. Nhö vaäy 
gf ñoàng luaân vôùi töï ñoàng caáu ñoàng nhaát cuûa X, fg ñoàng luaân vôùi 
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töï ñoàng caáu ñoàng nhaát cuûa Y ñieàu naøy keát thuùc chöùng minh baøi 
toaùn. 
  

4.2.  Giaû söû A laø moâ ñun treân vaønh chính R. Töø moïi moâ ñun  ñeàu 
ñaúng caáu vôùi moâ ñun thöông cuûa moâ ñun töï do. Do ñoù ta thu ñöôïc 
daõy khôùp ngaén   
 

                                                 i        π 
0 → X1 → X0 → A → 0 

 

ÔÛ ñaây X0 laø moâ ñun töï do, X0/X1 ≅ A, i laø pheùp nhuùng, π laø aùnh 
xaï töï nhieân. Do X1 laø moâ ñun con cuûa moâ ñun töï do X0 treân vaønh 
chính  neân X1 laø moâ ñun töï do. Nhö vaäy daõy khôùp ngaén ôû treân coù 
theå xeùt nhö laø pheùp giaûi töï do cuûa A vôùi Xn =  0  vôùi moïi n  > 1. 
 

4.3.  Giaû söû   
 

                                 ∂0        ∂1      ∂2                 ∂n

Y : 0 ← B ← Y0  ← Y1 ← Y2 ← . . . ← Yn ← . . . 
 

laø pheùp giaûi xaï aûnh cuûa B. Vôùi moïi n ∈N �, ñaêët 
 

• in laø pheùp nhuùng Ker∂n vaøo Yn. 
 

• δn : Yn → Im∂n cho bôûi δn(y) = ∂n(y) vôùi moïi y∈ Yn. 
 

• 1 laø ñoàng caáu ñoàng nhaát treân A. 
 

Qua caùch ñaët treân ta coù  
 

inδn+1 = ∂n+1 , vôùi moïi n∈ N�. 
 

 Baây giôø phaân tích Y thaønh nhöõng daõy khôùp ngaén sau 
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                                            δ0       i0 

0 ← B ← Y0 ← Ker∂0 ← 0 
                                               δ1       i1

0 ← Im∂1 ← Y1 ← Ker∂1 ← 0 
                                               δ2        i2

0 ← Im∂2 ← Y2 ← Ker∂2 ← 0 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

 δn        in

0 ← Im∂n ← Yn ← Kern ← 0 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

 

Theo tính chaát cuûa tích xoaén, ta thu ñöôïc caùc daõy khôùp sau 
 

                                                1⊗ i0

 0 ←⎯ A ⊗ B ←⎯ A⊗ Y0 ←⎯ A ⊗ Ker∂0 ←⎯ Tor(A, B) ←⎯  
 
    ←⎯ Tor(A, Y0)  = 0 ←⎯ Tor(A, Ker∂0) ←⎯ Tor2(A, B) ←⎯ 
 
    ←⎯ 0 = Tor2(A, Y1) . . .                                                 (1) 
 

                            1⊗ δ1             1 ⊗ i1 

0 ←⎯ A ⊗ Im∂1←⎯ A ⊗ Y1 ←⎯  A ⊗ Ker∂1←⎯ . . .   (2) 
 

Daõy (1) cho ta  
 

Tor(A, B)  ≅  Ker(1 ⊗ i0)   vaø   Tor2(A, B)  ≅  Tor(A, Ker∂0) 
 

Ta coù 
 

              Ker(1 ⊗ δ1)  =  < {a⊗y1 ∈ A ⊗ Y1 :  y1∈ Kerδ1} > 
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                                    =  < {a⊗y1∈ A ⊗ Y1 : y1∈ Ker i0δ1} > 
 

                                    =  < {a⊗y1∈ A ⊗ Y1 : y1∈ Ker ∂1} > 
 

                                    =  < {a⊗y1∈ A ⊗ Y1 : y1∈ im∂2} > 
 

                                    =  Im(1 ⊗ ∂2). 
 

suy ra  
 

                       H(A ⊗ Y)  ≅  Ker(1 ⊗ ∂1) / Im(1 ⊗ ∂2) 
 

                                          ≅  Ker[(1 ⊗ i0)(1 ⊗ δ1)] / Ker(1 ⊗ δ1) 
 

                                    ≅  Ker(1 ⊗ i0) 
 

                                    ≅  Tor(A, B) 
 

Giaû söû vôùi moïi 1 ≤ m ≤ n, ta coù  
 

Hm(A ⊗ Y)  ≅  Torm(A, B)  vaø  Torm+1(A, B)  ≅  Tor(A, Ker∂m-1) 
 

Xeùt  daõy khôùp sau 
 
                                                 1⊗ in

 0 ← A ⊗ Im∂n ←⎯ A⊗ Yn ←⎯ A ⊗ Ker∂n ←⎯ Tor(A, Im∂n)  
 
    ←⎯ Tor(A, Yn)  = 0 ←⎯ Tor(A, Ker∂n) ←⎯ Tor2(A, Im∂n)  
 
    ←⎯  0 = Tor2(A, Y1) . . .                                                        (3) 
 
 

Daõy (3) cho ta  
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Tor(A, Im∂n)  ≅  Ker(1 ⊗ in)   
 

Ta coù 
 

          Ker(1 ⊗ δn+1)  =  < {a⊗yn+1 ∈ A ⊗ Yn+1 :  yn+1∈ Kerδn+1} > 
 

                                   =  < {a⊗yn+1∈ A ⊗ Yn+1 : y1∈ Ker inδn+1} > 
 

                                   =  < {a⊗yn+1∈ A ⊗ Yn+1 : yn+1∈ Ker ∂n+1} > 
 

                                   =  < {a⊗yn+1∈ A ⊗ Yn+1 : y1∈ im∂n+2} > 
 

                                   =  Im(1 ⊗ ∂n+2). 
 

suy ra  
 

                 Hn+1(A ⊗ Y)  ≅  Ker(1 ⊗ ∂n+1) / Im(1 ⊗ ∂n+2) 
 

                                     ≅  Ker[(1 ⊗ in)(1 ⊗ δn+1)] / Ker(1 ⊗ δn+1) 
 

                               ≅  Ker(1 ⊗ in) 
 

 ≅ Tor(A, Im∂n) 
 
 ≅ Tor(A, Ker∂n-1) 

 
                                     ≅ Torn+1(A, B)   (giaû thieát quy naïp) 
 

4.4.  Giaû söû ta coù  
 

                                                 f 
0 → A’→ P → A → 0 

 

laø daõy khôùp ngaén cuûa caùc R – moâ ñun phaûi  
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                                                g       β 
0 → B’→ Q → B →0 

 

laø daõy khôùp ngaén R – moâ ñun traùi trong ñoù P vaø Q laø caùc moâ ñun 
xaï aûnh. Goïi Y laø pheùp giaûi xaï aûnh tuyø yùcuûa B’ 
 

                                                                    μ1     μ0

Y : . . .→ Yn+1 → Yn → . . . → Y1 → Y0 → B’ → 0 
 

Do μ0 laø toaøn caáu vaø g laø ñôn caáu neân ta coù  
 

Kergμ0  =  Kerμ0  vaø  Imgμ0  =  Img  =  Kerβ 
 

Ñaët 
 

• μ-1’ =   β 
 

• μ0’  =   gμ0 
 

• μn’  =  μn-1 ,  vôùi moïi n > 0 
 

• Y0’  =  Q 
 

• Yn’  = Yn-1, vôùi moïi n > 0 
 

Ta thu ñöôïc pheùp giaûi xaï aûnh cuûa B 
 

                    μ'n+1                         μ2’       μ1’      μ0’ 
Y’ : . . . Yn+1’→ Yn’→ . . . → Y2’→ Y1’ → Y0’ → B → 0 
 

ñieàu naøy töông ñöông  
 

                 μn                              μ1     gμ0     β 
Y’ : . . .Yn → Yn-1 → . . . → Y1 → Y0 → Q → B → 0 
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Ten xô vôùi A’ ta thu ñöôïc daõy nöûa khôùp 
 

                                  1⊗μ'n+1                                                1⊗μ'2
. . . ⎯→A’ ⊗ Yn ⎯→ A’ ⊗ Yn-1 ⎯→ . . . ⎯→ A’ ⊗ Y1 ⎯→ 

            1⊗μ2’            1⊗μ1’              1⊗μ0’ 
             ⎯→ A’ ⊗ Y0 ⎯→ A’ ⊗ Q ⎯→ A’ ⊗ B ⎯→ 0 
 

Vôùi n > 1 ta coù  
 

 Tor(A’, B) = Hn(A’ ⊗ Y’)  ≅  Ker(1⊗μn’) / Im(1⊗μ'n+1) 
 

                                        ≅  Ker(1⊗μn-1)/ Im(1⊗μn) 
 

                                               ≅  Hn-1(A’, Y) 
 

Taïi n =1, do tính khôùp cuûa daõy  
 

Y’1 → Y’0 → B’ → 0 
 

vaø tích ten xô baûo toaøn tính khôùp phaûi, neân ta thu ñöôïc daõy khôùp 
 

                              1⊗μ’1              1⊗μ’0  
A’⊗Y’1 ⎯→ A’ ⊗ Y’0 ⎯→ A’ ⊗ B ⎯→ 0 

 

Vì vaäy 
 

                   H(A’ ⊗ Y’)  ≅  Ker(1⊗μ1’) / Im(1⊗μ2’) 
 

                                        ≅  Ker(1⊗gμ0)/ Im(1⊗μ1) 
 

                                        ≅  Ker(1⊗gμ0)/ Ker(1⊗μ0) 
 

                                        ≅  Ker(1⊗g) 
 

  Töông töï choïn X laø pheùp giaûi xaï aûnh cuûa: 
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                       A’: Xn+1 → Xn → . . . → X1 → X0 → 0 
 

khi noái vôùi daõy khôùp :                f 
                          0→ A’ → P → A → 0 

 

ta thu ñöôïc pheùp giaûi xaï aûnh X’ cuûa A, vaø ten xô vôùi B ta ñöôïc: 
 

              X’ ⊗ B: . . . → Xn+1 ⊗ B → . . . → X1 ⊗ B →                                 
                            → X0 ⊗ B → P ⊗ B → A ⊗ B → 0   
 

Vôùi n > 1 ta coù: Torn(A, B) = Hn-1(X ⊗ B) = Torn-1(A’, B). coøn khi 
n = 1 : H(X’ ⊗ B) = Ker(f ⊗ 1). Baây giôø vôùi n > 2 , ta coù 
 

                     Torn(A, B)  ≅  Torn-1(A’, B) 
 

                                         ≅  Hn-1(A’ ⊗ Y’)     (baøi taäp 4.3) 
 

                                         ≅  Hn-2(A’⊗ Y ) 
 

                                   ≅  Torn-2(A’, B’)    (baøi taäp 4.3) 
 

taïi n = 2, ta coù  
 

                      Tor2(A, B)  ≅  Tor(A’, B) 
 

                                          ≅  H(A’ ⊗ Y’) 
 

                                    ≅  Ker(1⊗g)                    (1) 
 

Maët khaùc töø 
 

0 → A’ → P → A → 0 
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laø daõy khôùp ngaén vaø Q laø moâ ñun xaï aûnh, do ñoù ta thu ñöôïc daõy 
khôùp ngaén sau 
 
                                         f⊗1               

0 ⎯→ A’ ⊗ Q ⎯→ P ⊗ Q ⎯→ A ⊗ Q ⎯→ 0 
 

ñaëc bieät ta coù f⊗1 laø ñôn caáu. Xeùt daõy ñoàng caáu sau 
 

                                        1⊗g               f⊗1 
A’ ⊗ B’ ⎯→ A’ ⊗ Q ⎯→ P ⊗ Q 

 

Ta coù  
 

                Ker(f⊗g)  ≅  Ker[(f⊗1)(1⊗g)] 
 

                                  ≅  (1⊗g)-1[Ker(f⊗1)] 
 

                                  ≅  (1⊗g)-1(0) 
 

                            ≅  Ker(1⊗g)                      (2) 
 

Vôùi (1) vaø (2), ta coù 
 

Tor2(A, B)  ≅  Ker(1⊗g)  ≅  Ker(f⊗g) 
 

 
4.5. (a ⇒ b) Giaû söû ta coù Tor(A, B) = 0 vôùi moïi moâ ñun traùi B 
treân R. Cho C laø R – moâ ñun traùi baát kyø. Töø moïi moâ ñun ñeàu 
ñaúng caáu vôùi moâ ñun thöông cuûa moät moâ ñun töï do naøo ñoù . Do 
ñoù ta thu ñöôïc daõy khôùp ngaén 
 

                                                i1     π1

0 → M → F → C → 0 
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Trong ñoù F laø moâ ñun töï do. Theo tính chaát cuûa tích xoaén, töø daõy 
khôùp treân ta thu ñöôïc  daõy khôùp sau 
 

Tor2(A, F) → Tor2(A, C) → Tor(A, M) 
 

Bôûi giaû thieát ta coù Tor(A, M)  =  0  vaø töø F laø moâ ñun xaï aûnh neân 
Tor2(A, F)  =  0. Do ñoù ta nhaän ñöôïc Tor2(A, C)  =  0. 
      
Giaû söû Torm(A, C) = 0  vôùi moïi  1 ≤  m  ≤  n. Khi ñoù vôùi daõy khôùp 
 

0 = Torn+1(A, F) → Torn+1(A, C) → Torn(A, M)  =  0 
 

ta nhaän ñöôïc Torn+1(A, C)  =  0. Vaäy theo nguyeân lyù qui naïp 
Torn(A, c) = 0 vôùi moïi n > 0. 
 

(b ⇒ c) Giaû söû  f : X → Y laø ñôn caáu cuûa caùc moâ ñun traùi treân R. 
Ta coù daõy khôùp ngaén 
 

                                            f       g 
0 → X → Y → Y/Imf → 0 

 

ôû ñaây g laø pheùp chieáu töï nhieân. Theo tính chaát tích xoaén  ta thu 
ñöôïc daõy khôùp 
 

                                                                       i⊗f 
0 =  Tor(A, Y/Imf) ⎯→ A ⊗ X  ⎯→ A ⊗ Y 

 

ñieàu  naøy chöùng toû i⊗f laø ñôn caáu. 
 

(c ⇒ d)  Giaû söû vôùi moïi ñôn caáu f caùc R – moâ ñun traùi treân R ta 
coù i⊗f cuõng laø ñôn caáu. Cho daõy khôùp ngaén 
 

                                                f       g 
0 → X → Y → Z → 0 
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Töø tích ten xô chuyeån moãi daõy khôùp ngaén thaønh daõy khôùp phaûi. 
Do ñoù ta thu ñöôc daõy khôùp  
 

                              i⊗f               i⊗g 
A ⊗ X ⎯→ A ⊗ Y ⎯→ A ⊗ Z ⎯→ 0    (*) 

 

theo giaû thieát thì i⊗f laø ñôn caáu, do ñoù ta nhaän ñöôïc 
 

                                       i⊗f                i⊗g 
0 ⎯→ A ⊗ X ⎯→ A ⊗ Y ⎯→ A ⊗ Z ⎯→ 0 

 

laø daõy khôùp ngaén (ñpcm). 
 

(d ⇒ a) Giaû söû A laø R – moâ ñun phaûi vaø B laø R – moâ ñun traùi. 
Nhuùng B vaøo daõy khôùp ngaén  
 

                                                 f      g 
0 → M → F → B → 0 

 

ôû ñaây F laø moâ ñun töï do vaø F/M  ≅  B. Theo giaû thieát  daõy 
 

                                          i⊗f            i⊗g 
0 ⎯→ A ⊗ M ⎯→ A ⊗ F ⎯→ A ⊗ B ⎯→ 0 

 

cuõng laø daõy khôùp. Theo tính chaát tích xoaén daõy 
 

                                                           ∂*                 i⊗f 
0 = Tor(A, F) ⎯→ Tor(A, B) ⎯→ A ⊗ M ⎯→ A ⊗ F 

 

laø khôùp. Maët khaùc  Ker(i⊗f) = Im∂* = 0, suy ra Tor(A, B) = 0. 
 

(a ⇒ e) Giaû söû ta coù Tor(A, B)  =  0  vôùi moïi R - moâ ñun traùi B. 
Cho daõy khớp  
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                                                f         g 
0 → A’ → A’’ → A → 0 

 

Theo tính chaát ten xô ta coù daõy khôùp phaûi 
 

                                  f⊗1               g⊗1 
A’ ⊗ B ⎯→ A’’ ⊗ B ⎯→ A ⊗ B ⎯→ 0 

 

Töø tính chaát tích xoaén ta coù daõy khôùp 
 

                                                                 f⊗1 
0 = Tor(A, B) ⎯→ A’ ⊗ B ⎯→ A’’ ⊗ B 

 

ñaëc bieät  f⊗1 laø ñôn caáu. Suy ra ta coù daõy khôùp ngaén 
 

                                      f⊗1                 g⊗1 
0 ⎯→ A’ ⊗ B ⎯→ A’’ ⊗ B ⎯→ A ⊗ B ⎯→ 0 

 

(e ⇒ a) Giaû söû A laø R – moâ ñun phaûi vaø B laø R – moâ ñun traùi. 
Nhuùng A vaøo daõy khớp  
 

                                                 f      g 
0 → M → F → A → 0 

 

ôû ñaây F laø moâ ñun töï do vaø F/M  ≅  A. Theo giaû thieát  daõy 
 

                                          f⊗1            g⊗1 
0 ⎯→ M ⊗ B ⎯→ F ⊗ B ⎯→ A ⊗ B ⎯→ 0 

 

cuõng laø daõy khôùp. Theo tính chaát tích xoaén daõy 
 

                                                           ∂*                 f⊗1 
0 = Tor(F, B) ⎯→ Tor(A, B) ⎯→ M ⊗ B ⎯→ F ⊗ B 
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laø khôùp. Maët khaùc  Ker(f⊗1) = Im∂* = 0, suy ra Tor(A, B) = 0. 
 

4.6.  Töø A vaø B laø caùc nhoùm aben töï do neân ta coù theå coi A vaø B 
nhö laø caùc Z - moâ ñun. Do Z laø vaønh chính theo baøi taäp 4.2 thì toàn 

taïi pheùp giaûi xaï aûnh cuûa A laø 
 

                               0       0           0       f        g 
X : . . . → Xn → . . . → X1 → X0 → A →  0 

 

Trong ñoù Xn =  0  vôùi moïi n  ≥  2.Vì vaäy ta thu ñöôïc daõy khôùp 
 

                                          f ⊗1               g ⊗1 
. . . 0 ⎯→ X1 ⊗ B ⎯→ X0 ⊗ B ⎯→ A ⊗B ⎯→ 0 

 

do ñoù Tor(A, B)  ≅  Ker(f ⊗1). 
 

Ñaët M(A, B) := F/G. Theo giaû thieát ta coù theå coi M(A, B) nhö laø 
nhoùm aben sinh ra bôûi caùc boä ba (a, b, n) ∈ A × B × Z , vôùi n ∈ Z 

� vaø na = 0 trong A, nb = 0 trong B,  thoaû caùc quan heä sau 
 

     i) (a + a’, b, n)  =  (a, b, n)  +  (a’, b, n)   na = na’ = nb = 0 
 

     ii) (a, b + b’, n)  =  (a, b, n)  +  (a, b’, n)   nb = nb’ = na = 0 
 

     iii) (a, b, mn)  =  (ma, b, n)        nma = 0 = nb 
 

     iv) (a, b, mn)  =  (a, mb, n)         nmb = 0 = na 
 

Vôùi moãi  (a, b, n)  ∈ M(A, B), ta choïn  coá ñònh phaàn töû xa ∈ X1 
sao cho xa ∈ f-1[ng-1(a)]. Ñònh nghóa aùnh xaï (xeùt giaûm treân phaàn 
töû sinh) 
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ϕ : M (A, B) ⎯→ Ker(f ⊗ 1) 
(a, b, n) → xa ⊗ b 

 

Ta seõ chöùng minh aùnh xaï ϕ ñöôïc ñònh nghóa  toát. Thaät vaäy, ta coù  
 

g[ng-1(a)]  =  ngg-1(a)  =  na  =  0 
 

suy ra ng-1(a) ∈ Kerg = Imf. Do ñoù  f-1[ng-1(a)] xaùc ñònh. Maët 
khaùc laáy x’∈ g-1(a) ta coù 
  

(f ⊗1)(xa ⊗ b)  =  nx’ ⊗ b  =  x’ ⊗ nb  =  x’ ⊗ 0  =  0 
 

Vaäy xa ⊗ b ∈ Ker(f ⊗1).  
 

     Cuoái cuøng, do f laø ñôn caáu neân ñeå chöùng minh aùnh xaï ϕ ñöôïc 
xaùc ñònh ta chæ caàn chöùng minh phaàn töû xa ⊗ b khoâng phuï thuoäc 
vaøo söï choïn löïa phaàn töû trong g-1(a). 
   Giaû söû  ta coù y, y’∈ g-1(a), khi ñoù (y – y’) ∈ Kerg = Imf vaäy toàn 
taïi  x ∈ X1 sao cho  y = y’ + f(x) suy ra 
 

              f-1(ny) ⊗ b  =  f-1[n (y’ + f(x)] ⊗ b]  
 

                                  =  [f-1(ny’) ⊗ b] + (nx ⊗ b)  
 

                                  =  [f-1(ny’) ⊗ b] + (x ⊗ nb)  
 

                                  =  [f-1(ny’) ⊗ b] + (x ⊗ 0)  
 

                                  =  f-1(ny’) ⊗ b  
 

Töø caùc quan heä (i), (ii), (iii), (iv) , ñôn thuaàn tính toaùn  ta suy ra 
ñöïôc ϕ laø ñoàng caáu. 
 

Laáy phaàn töû x ⊗ b ∈ Ker(f⊗1), khi ñoù  
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                                      f(x) ⊗ b = 0.  
 

Töø X0 laø moâ ñun töï do treân vaønh chính neân f(X1) cuõng laø moâ ñun 
töï do treân vaønh chính, vì vaäy vôùi moïi x ∈ X1

*, f(x) laø phaàn töû 
khoâng xoaén. Suy ra neáu b ≠ 0 maø phaàn töû  f(x) ⊗ b  = 0, ta phaûi 
coù moät m∈ � sao cho f(x)  =  mx0 vaø mb  =  0 vôùi moät x0 ∈ X0 

naøo ñoù.  
 

Töø nhaän xeùt treân vôùi quy öôùc ghi cheùp nhö  theá. Ta ñònh nghóa 
aùnh xaï              
                               ψ : Ker(f ⊗1) → M(A, B)   
              ψ(x ⊗ b) = (g(x0), b, m)        neáu b ≠ 0, x ≠ 0  
              ψ(x ⊗ b) = 0        neáu x = 0 hoaëc b = 0 
 

 Ta seõ chöùng minh ψ  ñöôïc ñònh nghóa toát. 
 

      Thaät vaäy neáu b ≠ 0 theo ñònh nghóa ta coù  
 

              mb = 0,  mg(x0)  =  g(mx0)  =  gf(x)  =  0 
 

suy ra (g(x0), b, m) ∈ M(A, B). Giaû söû b ≠ 0 vaø f(x) = mx0 = m’x0’ 
trong ñoù m ≠ m’. Ñaët  
 

mx  = min {m ∈ N : ∃ y ∈ X0, my = f(x) vaø mb = 0} 
 

Khi ñoù toàn taïi r,s ∈ Z, sao cho 
 

r mx = m, s mx = m’ 
 

suy ra neáu f(x) = mxy thì rx0 = y vaø sx0’ =  y. Do ñoù  
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                    ψ(x ⊗ b )  =  (g(x0), b , m)   
 

                                      =  (g(x0), b, r mx)   
 

                                      =  (g(r x0), b, mx)  
 

                                      =  (g(y), b, mx)  
 

                                      =  (g(sx0’), b, mx)  
                                    
                                      =  (g(x0’), b, smx)  
 

                                      =  (g(x0’), b, m’)  
 

Vaäy ψ hoaøn toaøn xaùc ñònh. Baây giôù ta chöùng minh ψ laø ñoàng caáu, 
thaät vaäy vôùi b , b’laø hai phaàn töû khaùc khoâng ta coù 
 

ψ(x ⊗ b) = (g(x0), b, m)  vôùi f(x) = mx0  vaø mb = 0 
 

ψ(x ⊗ b’) = (g(x0’), b’, m’)  vôùi f(x) = m’x0’ vaø m’b’ = 0 
  
ñaët t = [m, m’]. Töø f(X1) laø moâ ñun töï do treân Z  neân toàn taïi phaàn 

töû y ∈ X0 sao cho f(x) = ty, roõ raøng tb = 0 = tb’. Suy ra 
 

                            ψ(x ⊗ b)  = (g(y), b, t) 
 

                            ψ(x ⊗ b’) = (g(y), b’, t) 
 
do ñoù   
             ψ(x ⊗ b) + ψ(x ⊗ b’) =  (g(y), b, t) + (g(y), b’, t) 
 

                                                 =  (g(y), b + b’, t) 
 

                                                 =  ψ(x ⊗ (b + b’)) 
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giaû söû, ta coù x, x’, b ≠ 0 khi ñoù 
 

ψ(x ⊗ b) = (g(x0), b, m)   mx0 = f(x) ,  mb = 0 
 

ψ(x’ ⊗ b) = (g(x0’), b, m’)   m’x0‘ = f(x) ,  m’b = 0 
 

Goïi k laø caáp cuûa b. Khi ñoù toàn taïi r, r’∈ Z , sao cho 
 

m = r k   vaø   m’ =  r’k 
 

vì vaäy  
 

ψ(x ⊗ b) = (g(x0), b, m) = (g(rx0), b, k) 
 

ψ(x’ ⊗ b) = (g(x0’), b, m’) = (g(r’x0’), b, k) 
 

suy ra  
 

    ψ(x ⊗ b) + ψ(x’ ⊗ b)  =  (g(rx0), b, k)  + (g(r’x0’), b, k) 
 

                                          =  (g(rx0 + r’x0’), b, k) 
 

Töø    
f(x) = mx0 = rkx0  vaø  f(x’)  =  m’x0’ =  r’kx0’ 

 

ta nhaän ñöôïc   f(x + x’ )  =  k(rx0 + r’kx0’) . Vì vaäy                                  
 

ψ(x ⊗ b) + ψ(x’ ⊗ b) =  (g(rx0 + r’x0’), b, k) =  ψ(x + x’ ⊗ b) 
 

Caùc tröôøng hôïp x = 0, x’ = 0, b = 0, b’ = 0 ñeàu deã daøng kieåm 
ñöôïc. Vì ψ baûo toaøn caùc heä thöùc cuûa caùc phaàn töû sinh trong tích 
ten xô neân ψ ñöôïc môû roäng thaønh ñoàng caáu treân toaøn theå tích ten 
xô. 
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Vôùi (a, b, n) ∈ M(A, B), laáy x0 ∈ g-1(a) ñaët xa = f-1(nx0) theo ñònh 
nghóa cuûa ϕ ta coù ψϕ(a, b, n) = ψ(xa ⊗ b). Roõ raøng f(xa) = nx0 vaø 
nb = 0 vaäy töø ñònh nghóa cuûa ψ ta coù ψ(xa ⊗ b) = (g(x0), b, n) = (a, 
b, n). Suy ra ψϕ vaø 1M ñoàng nhaát treân heä sinh neân chuùng baèng 
nhau. 
 

Vôùi (x ⊗ b) ∈ Ker(f ⊗1), theo ñònh nghóa cuûa ψ thì  
 

ψ(x ⊗ b) = (g(x0), b, n) 
 

trong ñoù nx0 = f(x) vaø nb = 0. Roõ raøng x ∈ f-1{ng-1[g(x0)]} do ñoù 
 

ϕψ(x ⊗ b) = ϕ(g(x0), b, n) = (x ⊗ b) 
 

Nhö vaäy ϕψ vaø 1Ker(f⊗1) ñoàng nhaát treân heä sinh vaäy chuùng baèng 
nhau. Caùc keát quaû chöùng minh treân cho ta 
 

M(A, B)   ≅  Ker(f ⊗ 1)   ≅   Tor(A, B) 
 

Cuoái cuøng,  neáu A laø moâ ñun khoâng xoaén  töø ñieàu kieän na = 0 ta 
coù n = 0 hoaëc a = 0. Do ñoù M(A, B) chæ chöùa caùc phaàn töû sinh coù 
daïng (a, b, 0)  hoaëc (0, b, n) . Maët khaùc 
 

(0, b, n) = (0 – 0, b, n) = (0, b, n) – (0, b, 0) = 0 
 

(a, b, 0) = (0.a, b, 0) =  (0, b, 0) = 0 
 

Nhö vaäy M chæ chöùa phaàn töû sinh laø phaàn töû 0 do ñoù M = 0. Töø 
keát quaû M(A, B) ≅ Tor(A, B), ta coù Tor(A, B) = 0. Trong tröôøng 
hôïp B laø nhoùm aben khoâng xoaén, chöùng minh töông töï ta cuõng coù 
Tor(A, B) = 0. 
  

4.7.  Giaû söû  ta coù daõy khôùp ngaén  
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                                                  f      g 
0 → A’ → F → A → 0 

 

Trong ñoù F laø moâ ñun töï do, khi ñoù Imf  ≅  A’. Maët khaùc töø F laø 
moâ ñun töï do treân vaønh chính do ñoù Imf laø moâ ñun töï do, ñieàu 
naøy chöùng toû A’ laø moâ ñun töï do. Nhö vaäy daõy khôùp ngaén treân 
hoaøn toaøn coù theå xem nhö laø pheùp giaûi xaï aûnh cuûa A vôùi X0 = F, 
X1 = A’ coøn vôùi n  > 1 thì Xn = 0 . Ten xô vôùi B ta nhaän ñöôïc daõy 
nöõa khôùp sau 
 

                                                    f⊗i          g⊗i 
0 → . . .→ 0 → A’ ⊗ B → F ⊗ B → A ⊗ B → 0 

 

Suy ra Torn(A, B)  =  0 vôùi moïi n > 1 vaø Tor(A, B) = Ker(f ⊗ i). 
 

4.8.  Giaû söû ta coù daõy khôùp caùc R – moâ ñun traùi  
 

                                               f       g 
0 → B’ → B → B’’ → 0 

 

Vaø A laø moâ ñun phaûi treân vaønh chính. Theo baøi taäp 4.2 toàn taïi 
pheùp giaûi xaï aûnh 
 

                                                               ∂1       ∂0

X : . . . → Xn → . . . 0 → X1 → X0 → A → 0 
 

trong ñoù Xn = 0 vôùi moïi n  ≥ 2. Do ñoù vôùi n > 1 Torn (A, C) =  0 
vôùi moïi R – moâ ñun traùi C.  
 

    Theo tính chaát cuûa tích xoaén ta thu ñöôïc daõy khôùp sau 
 

. . . 0 = Tor2(A, B’’) → Tor(A, B) → Tor(A, B’’) → 

 182



 

                              → A ⊗ B’ → A ⊗ B → A ⊗ B’’ → 0 
 

4.9.  Kyù hieäu M(A, B) laø nhoùm aben ñaõ mieâu taû nhö trong baøi 
giaûi 4.6. Xeùt boå ñeà sau 
 

Boå ñeà   
 

i) M(A ⊕ B, C)  ≅  M(A, C)  ⊕  M(B, C) 
 

ii) M(A, B ⊕ C)  ≅  M(A, B)  ⊕  M(A, C) 
 

iii) M(Z m, Z n)  ≅  Zd   vôùi   d  =  (m, n) 
 

Chöùng minh. 
 

i)  Töø tính chaát quan heä (i) cuûa M(A, B) ta coù  
 

M(A ⊕ B, C) =  M(A, C) + M(B, C) 
 

Hôn nöõa töø A B = 0, neân M(A, C) M(B, C) = 0. do ñoù  I I
 

M(A ⊕ B, C) = M(A, C) ⊕ M(B, C) 
 

ii)  Chöùng minh töông töï nhö  trong (i) 
 

  iii)  Ta ñaõ bieát moïi nhoùm con cuûa moät nhoùm cyclic laø cyclic vaø    
moät nhoùm con cyclic caáp k ñeàu ñaúng caáu theo nghóa Z–moâ ñun 

vôùi Z k . Ñaët 
 

A = {a ∈ Z n : ma = 0} 
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hieån nhieân A laø nhoùm con cyclic caáp d = (m, n) do ñoù A  ≅  Z d. 

Xeùt aùnh xaï 
 

ϕ : A ⎯→ M(Z m,  Z n) 

a → (1 + m Z, a, m) 
 

ta coù : m(1 + m Z) = m + m Z  = 0 vaø ma = 0, suy ra ϕ ñöôïc ñònh 

nghóa toát.  Hôn nöõa vôùi a, b ∈ A, ta coù 
 

                            ϕ(a + b) = (1 + m Z, a + b, m)  
 

                                           = (1 + m Z, a, m) + (1 + m Z, b, m) 
 

                                           = ϕ(a) + ϕ(b) 
 
do ñoù ϕ laø ñoàng caáu. Ta ñònh nghóa aùnh xaï sau 
 

ψ : M(Zm, Z n) ⎯→ A 

(r + m Z, s + n Z, k) → k.r.s.m-1
 + nZ� 

 

Töø kr + m Z  = 0 ta coù m⏐kr vì vaäy k.r.s.m-1 laø soá nguyeân. Hôn 

nöõa ta coøn coù n⏐ks, vì vaäy  
 

m(k.r.s.m-1) + nZ� = krs + nZ� = 0 
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baây giôø neáu r + m Z  = r’ + m Z  vaø s + n Z  = s’ + Z  thì r = r’ + 

tm vaø s = s’ + ln  vôùi t, l∈ Z �. Khi ñoù 
 

     ψ(r + mZ, s + n Z  , k)  =  k.r.s.m-1 + n Z �  
 

                                         =  k(r’ + tm)(s’ + ln)m-1 + n Z  
 

                                         =  (kr’s’m-1 + n Z) +  (kts’ + nZ)  +  

                                             +  (kr’lnm-1 + n Z)  +  (ktln + n Z)  
 

                                          =  kr’s’m1 + n Z �  
 

                                           = ψ(r’+ n Z, s’ + Z, k) 
 

Vaäy ψ hoaøn toaøn xaùc ñònh .  
Töø caùc tính chaát quan heä cuûa M(Z m, Z n) ta coù ψ laø ñoàng caáu. 

Cuoái cuøng, ta coù  
 

             ϕψ(r + n Z, s + n Z, k) = ϕ(krsm-1 + n Z)  
 

                                                 = (1 + m Z, krsm-1 + n Z , m)  
 

                                                 =  (1 + n Z, 1 + n Z, krs)  
 

                                                 =  (r + m Z, s + n Z , k) 
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             ψϕ(a) = ψ(1 + m Z, a, m) = a. 

 
vaäy     M(Z m,  Z n)  ≅  A  ≅  Z d  (ñpcm). 

 
Töø giaû thieát A vaø B laø caùc nhoùm aben höõu haïn neân A vaø B ñaúng 
caáu vôùi toång tröïc tieáp cuûa nhöõng nhoùm con cyclic höõu haïn. Maët 
khaùc moãi nhoùm con cyclic höõu han caáp  m ñaúng caáu vôùi Z m. Do 

ñoù A vaø B ñaúng caáu vôùi toång tröïc tieáp caùc  Z m. Töø  (i), (ii)  trong 

boå ñeà, ñònh lyù toång tröïc tieáp cuûa tích ten xô, vieäc chöùng minh baøi 
toaùn töông ñöông vôùi vieäc chöùng minh 
 

M(Z m, Z n)  ≅   Z m ⊗ Z n.            (*) 
 

ñaúng caáu (*) laø hieån nhieân töø  (iii) cuûa boå ñeà vaø baøi taäp 2.14. 
 

4.10.  Giaû söû  ta coù pheùp giaûi xaï aûnh cuûa A laø 
 

                                  ∂o       ∂1       ∂2

X : 0 ← A ← X0 ← X1 ← X2 ← . . .← Xn ← . . . 
 

Taùc ñoäng haøm töû  Hom(-, B’) leân daõy khôùp treân ta coù 
 
                                                                          Hom(∂0, 1)                         Hom(∂1, 1) 

0 ⎯→ Hom(A, B’) ⎯→ Hom(X0, B’) ⎯→ 
 

                                                                 Hom(∂2, 1) 

⎯→ Hom(X1, B’) ⎯→ Hom(X2, B’) ⎯→ . . . 
 

theo ñònh nghóa cuûa tích môû roäng ta coù  
 

Ext(A, B’) = Ker[Hom(∂2, 1)] / Im[Hom(∂1, 1)] 
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Vôùi h : A → B , do X0 laø moâ ñun xaï aûnh vaø g laø toaøn caáu neân toàn 
taïi ñoàng caáu αh : X0 → B sao cho gαh = h∂0 . AÙp duïng baøi taäp 
1.18 toàn taïi duy nhaát ñoàng caáu μh : X1→ B’ sao cho fμh = αh∂1 . 
AÙp duïng baøi taäp 2.4 toàn taïi ñoàng caáu 0 : X2 → 0 sao cho μh∂2 = 0   
 

                                           ∂o           ∂1           ∂2

                      0 ←⎯  A   ←⎯  X0 ←⎯ X1 ←⎯ X2  
                               h             αh           β     μh            0       
                                            g            f     
                      0 ←⎯  B’’←⎯   B  ←⎯  B’ ←⎯  0 
 

Vaäy μh ∈ Ker[Hom(∂2, 1)] ôû ñaây 1 laø ñoàng caáu ñoàng nhaát cuûa B’ 
Baây giôø ta ñònh nghóa aùnh xaï 
 

∂E : Hom(A, B’’) ⎯→ Ker[Hom(∂2, 1)]/ Im[Hom(∂1, 1)] 
h → μh + Im[Hom(∂1, 1)] 

 

Tröôùc tieân ta chöùng minh aùnh xaï xaùc ñònh nghóa laø khoâng phuï 
thuoäc vaøo ñoàng caáu μh maø chæ phuï thuoäc tính giao hoaùn cuûa bieåu 
ñoà. Thaät vaäy, neáu ta coù μh’ thoaû ñieàu kieän   
 

gαh’ = h∂0 vaø fμh’ = αh’∂1
 

 khi ñoù ta xaùc ñònh aùnh xaï  
 

β : X0 → B’ cho bôûi β(x) =  f-1(αh - αh’)(x) 
 

töø f laø ñôn caáu neân β hoaøn toaøn xaùc ñònh. Hôn nöõa vôùi moïi x, x’ 
∈ Xo, goïi b, b’ ∈ B’ thoaû  
 

f(b’) =  (αh - αh’)(x’), f(b) =  (αh - αh’)(x) 
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 khi ñoù  
 

b’ =  f-1(αh - αh’)(x’) 
 

                                      b =  f-1(αh - αh’)(x)  
 

                         f( b + b’) =  (αh - αh’)(x + x’) 
 

                               b + b’ =  f-1(αh - αh’)( x + x’) 
 

suy ra 
 

               β(x + x’)  =  f-1(αh - αh’)( x + x’) 
 

                                =  b + b’ 
 

                                =  f-1(αh - αh’)( x ) + f-1(αh - αh’)( x’) 
 

                                =  β(x) + β(x’) 
 

vaäy β laø ñoàng caáu. Vôùi ñoàng caáu β xaây döïng ôû treân ta 
coù keát quaû sau 
  
           f(μh’ + β∂1) =  fμh’ + f f-1(αh - αh’)∂1  
 

                                = fμh’ + αh∂1 - αh’∂1  
 

                                =  fμh’ + fμh - fμh’    (bieåu ñoà giao hoaùn) 
 

                                =  fμh  
 

   ⇒    μh’ + β∂1  =  μh  (töø f ñôn caáu) 
 

nhöng β∂1∈ Im[Hom(∂1, 1)] neân  
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μh’ + Im[Hom(∂1, 1)]   =  μh  +   Im[Hom(∂1, 1)] 
 

Vaäy ∂E hoaøn toaøn xaùc ñònh, deã daøng thaáy ñöôïc ∂E laø ñoàng caáu. 
Vôùi h ∈ Hom(A, B’’), ta coù  
 

                       f*∂E(h)  =  fμh + Im[Hom(∂1, 1)]  
 

                                     =  αh∂1 + Im[Hom(∂1, 1)]  
 

                                     =  0 
 

suy ra Im∂E ⊆ Kerf*. Ñeå thaáy ñöôïc bao haøm ngöôïc, laáy phaàn töû  t 
+ Im[Hom(∂1, 1)]∈ Kerf*  khi ñoù ft ∈ Im[Hom(∂1, 1B)] töùc toàn taïi 
ñoàng caáu α : X0 → B sao cho ft = α∂1  
 

                                           ∂o           ∂1           ∂2

                      0 ←⎯  A   ←⎯  X0 ←⎯ X1 ←⎯ X2  
                               h             α               t             
                                            g            f     
                      0 ←⎯  B’’←⎯   B  ←⎯  B’ ←⎯  0 
 
ñoàng caáu h ñöôïc xaùc ñònh nhö sau : vôùi moïi a ∈ A choïn coá ñònh x 
∈∂0

-1(a) ñònh nghóa h(a) = gα(x). Ta chöùng minh h ñöôïc ñònh 
nghóa toát, thaät vaäy neáu x, x’ ∈ ∂0

-1(a), töø doøng laø khôùp neân toàn taïi 
x1∈ X1 sao cho x = x’ + ∂1(x1) khi ñoù  
 

             gα(x)  =  gα(x’ + ∂1(x1))   
 

                         =  gα(x’) + gα∂1(x1)   
 

                         =  gα(x’) + gft(x1) =  gα(x’) 
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deã daøng thaáy ñöôïc h laø ñoàng caáu vaø h∂0 = gα, do ñoù bieåu ñoà treân 
giao hoaùn ñieàu naøy chöùng toû ∂E(h) = t + Im[Hom(∂1, 1)] suy ra 
Kerf* ⊆ Im∂E . 
4. 11.  Giaû söû   
 

                               σ0     σ1      σ2                 σn

Y : 0 → B → Y0  → Y1 → Y2 → . . . → Yn → . . . 
laø pheùp giaûi noäi xaï cuûa B. Vôùi moïi n ∈ N�, ñaêët 

• in laø pheùp nhuùng Imσn vaøo Yn 
 

• σn* : Yn-1 → Imσn cho bôûi σn*(y) = σn(y) vôùi moïi y∈ Yn-1 
 

• 1 laø ñoàng caáu ñoàng nhaát treân A. 
Qua caùch ñaët treân ta coù  
 

inσn* = σn , vôùi moïi n∈ �. 
 

 Baây giôø phaân tích Y thaønh nhöõng daõykhôùp sau 
 

                                            σ0      σ1* 
0 → B → Y0 → Imσ1 → 0 

                                               i1       σ2* 
0 → Imσ1 → Y1 → Imσ2 → 0 

                                               i2        σ3* 
0 → Imσ2 → Y2 → Imσ3 → 0 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
                                             in    σn+1

* 

0 → Im∂n → Yn → Imσn+1 → 0 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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Theo tính chaát cuûa tích môû roäng , ta thu ñöôïc caùc daõy khôùp sau 
               
 0 ⎯→ Hom(A, B) ⎯→ Hom(A, Y0) ⎯→ Hom(A, Ker∂0)  
      ∂E 

   ⎯→ Ext(A, B) ⎯→ Ext(A, Y0)  = 0 ⎯→ Ext(A, Imσ1)  
 
    ⎯→ Ext2(A, B) ⎯→ 0 = Ext2 (A, Y0) . . .        (1)                              
 
                                                   Hom(1, i1)                         Hom(1, σ1*) 

0 ⎯→ Hom(A, Imσ1) ⎯→ Hom(A, Y1) ⎯→ Hom(A,Imσ2)    (2) 
 

Daõy (1) cho  Ext(A, B)  ≅  Im∂E   vaø   Ext2(A, B)  ≅  Ext(A, Imσ1) 
 

taùc ñoäng haøm töû  Hom(A, - ) leân Y ta coù daõy nöõa khôùp sau 
 
                                                      Hom(1, σ0)                          Hom(1, σ1)  

0 ⎯→ Hom(A, B) ⎯→ Hom(A, Y0) ⎯→ Hom(A, Y1) 
 
                          Hom(1, σ2) 

                 ⎯→ Hom(A, Y2) ⎯→. . . 
 

theo ñònh nghóa  H1(A, Y)  =  Ker[Hom(1, σ2)]/ Im[Hom(1, σ1)] 
maët khaùc vôùi β : A → Y1 ta coù 
 

 
σ2β  =  0  ⇔  i2σ2*β  =  0  ⇔  σ2*β  =  0 

 

ñieàu naøy chöùng toû Ker[Hom(1, σ2)] =  Ker[Hom(1, σ2*)] 
 

                                     β          σ2* 
                               A ⎯→ Y1 ⎯→ Imσ2 

                                                           i2       
                                                σ2                
                                                          Y2     
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töø daõy khôùp  
 

                                               i1       σ2* 
0 → Imσ1 → Y1 → Imσ2 → 0 

 

ta thu ñöôïc daõy khôùp sau 

                                       Hom(1, i1)                      Hom(1, σ2*) 

0 ⎯→ Hom(A, Imσ1) ⎯→ Hom(A, Y1) ⎯→ Hom(A, Imσ2) 
 

do ñoù  
 

        Ker[Hom(1, σ2)] =  Ker[Hom(1, σ2*)] = Im[Hom(1, i1)] 
 

Suy ra H1(A, Y)  ≅  Im[Hom(1,  i1)] / Im[Hom(1, σ1)] 
Vôùi kyù hieäu töông töï nhö trong baøi taäp 4.10 ta ñònh 
nghóa aùnh xaï sau ϕ :  Im[Hom(1, i1)] ⎯→ Im∂E

          i1h → ∂E(h) 
 
 
 
 

                                           ∂o           ∂1           ∂2

                      0 ←⎯  A   ←⎯  X0 ←⎯ X1 ←⎯ X2  
                               h             αh            μh                   
                                           σ1*            σ0     
                      0 ←⎯ Imσ1←⎯ Y0 ←⎯  B ←⎯  0 
 

Do σ0 laø ñôn caáu neân ϕ xaùc ñònh, hieån nhieân ϕ laø toaøn caáu ta seõ 
chöùng minh ϕ laø ñaúng caáu. Ñeå yù neáu μh vaø αh ñaõ xaùc ñònh thì 
ñoàng caáu h laø duy nhaát ñeå bieåu ñoà giao hoaùn, thaät vaäy neáu ta coù 
h’ ôû trong bieåu ñoà thoaû h’∂0 = σ1*αh,, khi ñoù h’αh = hα∂ do ∂0 laø 
toaøn caáu neân h = h’.  
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Baây giôø ta chöùng minh Kerϕ = Im[Hom(1, σ1)]. Laáy i1h∈Kerϕ 
khi ñoù μh ∈ Im[Hom(∂1, 1)] vaäy toàn taïi β : X0 → B sao cho μh = 
β∂1 (xem bieåu ñoà ôû döôùi) 
 Ta xaùc ñònh ñoàng caáu γ : A → Y0 nhö sau : vôùi moãi a∈ A choïn 
coá ñònh phaàn töû  x∈ ∂0

-1(a),  γ(a)  :=  (αh - σ0β)(x). Ñoàng caáu γ 
ñònh nghóa ôû treân hoaøn toaøn xaùc ñònh, thaät vaäy neáu x, x’∈ Ker∂0

-1 
thì toàn taïi x1∈ X1 sao cho x = x’+ ∂1(x1) suy ra 
 

          (αh - σ0β)(x)  =  (αh - σ0β)(x’ + ∂1(x1))   
   =  (αh - σ0β)(x’) + αh∂1(x1)  - σ0β∂1(x1)  
 

    =  (αh - σ0β)(x’) + αh∂1(x1)  - σ0μh(x1)  =  (αh - σ0β)(x’) 
 

⇒    σ1*γ∂0  =  σ1*(αh - σ0β)   
 

                      =  σ1*αh - σ1*σ0β   
 

                      =  σ1*αh. 
 

                                          ∂o           ∂1           ∂2

                      0 ←⎯  A   ←⎯  X0 ←⎯ X1 ←⎯ X2  
                               h            γ αh        β       μh                   
                                         σ1*           σ0     
                      0 ←⎯ Imσ1←⎯ Y0 ←⎯  B ←⎯  0 
                               i1       σ1      
                                              
                                   Y1 
 

Töø tính duy nhaát cuûa h ñeå bieåu ñoà giao hoaùn, ta coù h = σ1*γ  suy 
ra i1h = σ1γ ñieàu naøy chöùng toû i1h ∈ Im[Hom(1, σ1)]  do ñoù 
Kerϕ⊆ Im[Hom(1, σ1)].  Baây giôø vôùi ñoàng caáu γ : A → Y0 ta coù 
σ1γ = i1σ1*γ  ñaët h  := σ1*γ , ta xaùc ñònh ñoàng caáu β : X0 → B nhö 
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sau  β := σ0
-1(αh - γ∂0) do σ0 laø ñôn caáu neân β hoaøn toaøn xaùc ñònh. 

Hôn nöõa σ0β∂1 = (αh - γ∂0)∂1 = αh∂1 - γ∂0∂1 =  αhμh  =  σ0μh    
bôûi σ0 laø ñôn caáu neân β∂1 = μh  suy ra μh∈ Im[Hom(∂1, 1)] ñieàu 
naøy chöùng toû σ1γ ∈ Kerϕ. Vaäy Kerϕ = Im[Hom(1, σ1)] do ñoù ta 
coù ñaúng caáu 
 

H1(A, Y) = Im[Hom(1, i1)]/Im[Hom(1, σ1)]  ≅  Im∂E  ≅  Ext(A, B) 
 

Giaû söû vôùi moïi 1 ≤ m ≤ n, ta coù  
 

Hm(A, Y)  ≅  Extm(A, B)  vaø  Extm+1(A, B)  ≅  Ext(A, Imσm) 
 

Xeùt caùc daõy khôùp sau 
 
   0 ⎯→ Hom(A, Imσn) ⎯→ Hom(A, Yn) ⎯→ Hom(A, Imσn+1)  
     ∂  +1n

E
   ⎯→ Ext(A, Imσn) ⎯→ Ext(A, Yn)  = 0 ⎯→ Ext(A, Imσn+1)  
 
    ⎯→ Ext2(A, Imσn) ⎯→ 0 = Ext2 (A, Yn) . . .        (1)                              
 
                                                   Hom(1, in+1)                         Hom(1, σn+2*) 

0 ⎯→ Hom(A, Imσn) ⎯→ Hom(A, Y1) ⎯→ Hom(A,Imσ2)    (2) 
 

Töông töï nhö trong chöùng minh vôùi n =1, ta coù  
 

            Hn+1(A, Y) ≅ Ker[Hom(1, σn+2)]/ Im[Hom(1, σn+1)]  
                                
                               ≅ Im[Hom(1, in+1)]/ Im[Hom(1, σn+1)]   
 

≅ Im[∂ +1n
E ]   

 

≅ Ext(A, Imσn)   
                                              ≅  Extn+1(A, B) 
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Vaø     
       
          Ext(A, Imσn+1)  ≅  Ext2(A, Imσn)  ≅  Extn+2(A, B) 
 

Theo quy naïp baøi toaùn ñöôïc chöùng minh. 
 

4.12.  Giaû söû ta coù daõy khôùp ngaén 
 

                                                f      g 
0 → B → J → B’→ 0 

 

trong ñoù J laø moâ ñun noäi xaï. Goïi 
 

                                    δ0       δ1  
Y’ : 0 → B’→ Y0’→ Y1’→ . . . → Yn’→ . . . 

 

laø moät pheùp giaûi noäi xaï cuûa B’. Ñaët 
 

σ0 = f , σ1 = δ0g , σn = δn-1 vôùi moïi  n  > 1 
 

Y1 = J , Yn = Yn-1’ 
 

ta thu ñöôïc pheùp giaûi noäi xaï cuûa B laø: 
 

                            σ0     σ1      σ2

Y : 0 → B → Y0 → Y1 → . . . → Yn → . . . 
 

hay 
                                f    δ0g      δ1

Y : 0 → B → J → Y0’→ Y1’→ . . . → Yn-1’→ . . . 
 

 
taùc duïng haøm töû Hom(A, -) vaøo hai pheùp giaûi noäi xaï cuûa B vaø B’ 
ta coù 
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                                                 Hom(i, δ0)                              Hom(i, δ1) 

0 ⎯→ Hom(A, B’) ⎯→ Hom(A, Y0’) ⎯→ Hom(A, Y1’) ⎯→ 
 
     . . . ⎯→ Hom(A, Yn’) ⎯→ . . . 
 
                                                 Hom(i, f)                       Hom(i, δ0g)                               Hom(i, δ1) 

0 ⎯→ Hom(A, B) ⎯→ Hom(A, J) ⎯→ Hom(A, Y0’) ⎯→ 
 
          ⎯→ Hom(A, Y1’) ⎯→ . . . ⎯→ Hom(A, Yn’) ⎯→ . . . 
 

Vôùi n  > 1, ta coù : 
 

                Extn(A, B)   ≅   Hn(A, Y)     (baøi taäp 4.10) 
 

                                     ≅   Ker[Hom(i, σn)]/ Im[Hom(i, σn-1)] 
 

                         ≅   Ker[Hom(i, δn-1)]/ Im[Hom(i, δn-2)] 
 

                         ≅   Hn-1(A, Y’) 
 

                         ≅ Extn-1(A, B’) 
 

Taïi n = 1. Do tính chaát khôùp traùi cuûa haøm töû Hom(A, -), neân töø 
daõy khôùp ngaén 
 

                                                f       g 
0 → B → J → B’→ 0 

 

ta coù ñöôïc daõy khôùp sau 
                                                            Hom(i, f)                        Hom(i, g) 

0 ⎯→ Hom(A, B) ⎯→ Hom(A, J) ⎯→ Hom(A, B’) 
 

Nhö vaäy   Ker[Hom(i, g)]  =  Im[Hom(i, f)]. 
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Xeùt daõy ñoàng caáu 
 

                     Hom(i, δ0)                                        π 

Hom(A, B’) ⎯→ Im[Hom(1, δ0)] ⎯→ 
                                    π 

⎯→Im[Hom(i, δ0) / Im[Hom(i, δ0g)] 
 

Trong ñoù π laø aùnh xaï töï nhieân. Ñaët  
 

ϕ :=  π.Hom(i, δ0) ; C:=  Im[Hom(i, δ0g)] 
 

Khi ñoù ϕ laø toaøn caáu vôùi 
 

    Kerϕ  =  {h ∈ Hom(A, B’) : Hom(i, δ0)(h) + C = 0}  
  
               =  {h ∈ Hom(A, B’) : δ0h ∈ Im[Hom(i, δ0g)]}  
  
               =  {h ∈ Hom(A, B’) : ∃ t∈ Hom(A, J), δ0h  =  δ0gt}  
 

               =  {h ∈ Hom(A, B’) : ∃ t∈ Hom(A, J), h  =  gt} 
 

               =  {h ∈ Hom(A, B’) : ∃ t∈ Hom(A, J), h = Hom(i, g) (t)} 
 

               =  Im[Hom(i, g)] 
 

Suy ra  
 

           Hom(A, B’)/ Kerϕ  ≅  Hom(A, B’) /Im[Hom(i, g)] 
 

                                      ≅   Im[Hom(i, δ0)]/ Im[Hom(i, δ0g)] 
 

Vaäy 
 

           Coker[Hom(i, g)]   ≅   Hom(A, B’)/ Im[Hom(i, g)] 
 

                                     ≅   Im[Hom(i, δ0)]/ Im[Hom(i, δ0g)] 
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                                     ≅   Ker[Hom(i, δ1)] / Im[Hom(i, δ0g)] 
 

                                     ≅   H1(A, Y) 
 

                                     ≅   Ext(A, B) 
 

4.13.  Giaû söû ta coù caùc daõy khôùp ngaén nhöõng R - moâ ñun traùi 
                                                 f      α 

0 → A’→ P → A → 0 
                                                β     g 

0 → B → J → B’→ 0 
 

trong ñoù P laø moâ ñun xaï aûnh vaø J laø moâ ñun noäi xaï.  Goïi 
                                   δ0       δ1  

Y’ : 0 → B’→ Y0’→ Y1’→ . . . → Yn’→ . . . 
 

laø moät pheùp giaûi noäi xaï cuûa B’. Ñaët 
 

σ0 = f , σ1 = δ0g , σn = δn-1 vôùi moïi  n  > 1 
 

Y1 = J , Yn = Yn-1’ 
 

ta thu ñöôïc pheùp giaûi noäi xaï cuûa B laø: 
 

                                     σ0     σ1       σ2

Y : 0 → B → Y0 → Y1 → . . . → Yn → . . . 
 

hay 
                                f    δ0g      δ1

Y : 0 → B → J → Y0’→ Y1’→ . . . → Yn-1’→ . . . 
 

taùc duïng haøm töû Hom(A, -) vaøo pheùp giaûi noäi xaï cuûa B  ta coù 
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                                                  Hom(1, f)                         Hom(1, δ0g)                             Hom(1, δ1) 

0 ⎯→ Hom(A, B) ⎯→ Hom(A, J) ⎯→ Hom(A, Y0’) ⎯→ 
 
          ⎯→ Hom(A, Y1’) ⎯→ . . . ⎯→ Hom(A, Yn’) ⎯→ . . . 
 

vôùi moïi n  > 2, ta coù 
 

        Extn(A, B)   ≅   ExTn-1(A, B’)  
töông töï vôùi pheùp giaûi cuûa A’ laø 
 

                                      ∂0       ∂1

X’ : 0 ← A’ ← X0’ ← X1’ ← . . . ← Xn’← . . . 
 

Khi noái vôùi daõy khôùp :                   α      f 
                                      0 ← A ← P ← A’ ← 0 

 

ta ñöôïc pheùp giaûi xaï aûnh cuûa A laø: 
 

                                α    f.δ0

X: 0 ← A ← P ← X0’ ← X1’ ← . . . ← Xn’ ← . . . 
 

Taùc ñoäng haøm töû Hom( - , B’) vaøo pheùp giaûi treân ta ñöôïc phöùc: 
 

Hom(X, B’) : 0 → Hom(A, B’) → Hom(P, B’) → Hom(X0’, B’) ...  
 

vaø vôùi n > 1 ta coù: Extn(A, B’)  = Extn-1(A’, B’). Vaäy vôùi n > 2. 
Keát hôïp hai söï kieân laïi ta coù: 
 

Extn(A, B)  ≅ Extn-1(A, B’)  ≅  Extn-2(A’, B’) 
 

Taïi  n = 2,  theo baøi taäp 4.11 ta coù 
 

                      Ext2(A, B)   ≅   Ext(A, B’)    
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                                           ≅   Coker[Hom(1,g)]  (bt 4.12) 
                             
                                           ≅   Hom(A’, B’) / Im[Hom(1, g)]     (1) 
 

Do tính khôùp traùi cuûa haøm töû  Hom( - , J) neân töø daõy khôùp  
 

                                                f       α 
0 → A’→ P → A → 0 

 

Ta thu ñöôïc daõy ñoàng caâuù 
 
                                                    Hom(α, 1)                      Hom(f, 1)                           Hom(1, g) 

0 ⎯→ Hom(A, J) ⎯→ Hom(P, J) ⎯→ Hom(A’, J) ⎯→ 
 

               ⎯→ Hom(A’, B’) 
 

Vôùi moïi h : P → J, töø f laø ñôn caáu vaø J laø moâ ñun noäi xaï neân toàn 
taïi ñoàng caáu ϕ : P → J (Xem bieåu ñoà döôùi)  
                                                     f 

A’           P 
                                           h             ϕ 
 
                                              J 
 

sao cho ϕf = h  hay Hom(f, 1)(ϕ) = h’, chöùng toû Hom(f, 1) laø toaøn 
caáu. Vaäy ta coù 
 

             Im[Hom(f, g)]  =  Im[Hom(1, g) . Hom(f, 1)]   
 

                                       =  Im[Hom(1, g)] 
 

Suy ra,  vôùi (1)  ta nhaän ñöôïc 
 

             Ext2(A, B)   ≅   Hom(A’, B’)/ Im[Hom(1, g)]     
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≅ Hom(A’, B’) / Im[Hom(f,g)]  

 

                                ≅   Coker[Hom(f, g)] 
 

4.14.  (a ⇒ c) vaø (c ⇒ b) laø hieån nhieân. Ñeå chöùng minh (b ⇒ a), 
laáy daõy khôùp ngaén baát kyø 
 

0 → X → Y → Z → 0 
 

theo tính chaát tích môû roäng ta coù daõy khôùp 
 

0 → Hom(A, X) → Hom(A, Y) → Hom(A, Z) → 
 

                  → Ext(A, X) = 0 → Ext(A, Y) → . . .   
 

vaäy  0 → Hom(A, X) → Hom(A, Y) → Hom(A, Z) → 0 laø daõy 
khôùp ngaén, do ñoù A laø xaï aûnh. 
 

4.15.ø (a ⇒ c)  vaø  (c ⇒ b) laø hieån nhieân. Ñeå chöùng minh (b ⇒ a), 
laáy daõy khôùp ngaén baát kyø 
 

0 → X → Y → Z → 0 
 

theo tính chaát tích môû roäng ta coù daõy khôùp 
 

0 → Hom(Z, B) → Hom(Y, B) → Hom(Z, B) → 
 

                    → Ext(Z, B) = 0 → Ext(Y, B) → . . .   
 

vaäy  0 → Hom(Z, B) → Hom(Y, B) → Hom(Z, B) → 0 laø daõy 
khôùp ngaén, do ñoù B laø noäi xa. 
 

4.16. Töø A laø moâ ñun treân vaønh chính neân ta coù pheùp giaûi xaï aûnh 
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X : 0 ← A ← X0 ← X1 ← X2 ← . . . 
 

trong ñoù Xn  = 0  vôùi moïi n ≥ 2. Vaäy ta coù 
 

Extn(A, B’)  =  Extn(A, B)  =  Extn(A, B’’)  =  0 
 

Baây giôø vôùi daõy khôùp ngaén  
 

f      g 
0 → B’→ B→ B’’→ 0 

 

vôi tính chaát tích môû roäng ta coù ñöôïc 
 

0 → Hom(A, B’) → Hom(A, B) → Hom(A, B’’) → 
 

→ Ext(A, B’) → Ext(A, B) → Ext(A, B’’) → 0  . . . 
 

laø daõy khôùp (ñpcm). 
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