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PhӺn IV
H֓ thֵc Ľ֓ quy

Bi°n soӴn:

TS.Nguy֑n ViԒt ņ¹ng

1

T¨i li֓u tham khӶo

[1] TS. TrӺnNg֙cH֥i,Toánr֩irӴc

[2] GS.TS. Nguy֑nHֻuAnh, Toánr֩irӴc,

NhàxuӸtbӶngiáodֱc.

[3] Nguy֑nViԒtHҼngôsSlides
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ņ֗nh nghǫa

Moätheäthöùcñeäqui tuyeántính caápk laømoät

heäthöùccoùdaïng:

x
n

= a
1
x

n-1
+¥+ a

k
x

n-k
+ f

n
(1)

trongñoù:

µ a
k

0̧, a
1
,¥, a

k-1
laøcaùcheäsoáthöïc

µ {f
n
} laømoätdaõysoáthöïcchotröôùc

µ {x
n
} laødaõyaånnhaäncaùcgiaùtròthöïc.
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ņ֗nh nghǫa

Tröôønghôïp daõyf
n
= 0 vôùimoïin thì (1) trôû

thaønh:

x
n

= a
1
x

n-1
+¥+a

k
x

n-k
(2)

Ta noùi(2) laømoätheäthöùcñeäqui tuyeántính

thuaànnhaátcaápk
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Nghi֓m t֡ng qu§t

üMoãidaõy{x
n
} thoûa(1) ñöôïcgoïi laømoät

nghieämcuûa(1).

µNhaänxeùtraèngmoãinghieäm{x
n
} cuûa(1) ñöôïc

hoaøntoaønxaùcñònhbôûik giaùtròban ñaàux
0
,

x
1
,¥, x

k-1
.

üHoï daõysoá { x
n

= x
n
(C

1
, C

2
,¥,C

k
)} phuï

thuoäcvaøok hoïtham soáC
1
, C

2
,¥,C

k
ñöôïc

goïi laønghieämtoångquaùtcuûa(1) neáumoïi

daõycuûahoïnaøyñeàulaønghieämcuûa(1)

5

Nghi֓m ri°ng

Cho{x n} lànghi֓mt֡ngquátcֳa(1) vàvôùimoïik

giaùtròbanñaàuy
0
, y

1
,¥, y

k-1
, toàntaïiduy nhaátcaùc

giaùtròcuûak thamsoáC
1
, C

2
,¥,C

k
saochonghieäm

{x
n
} töôngöùngthoûa:

x
0
= y

0
, x

1
= y

1
,¥, x

k-1
= y

k-1
(*)

Khi ñoù,nghieäm{x
n
} töôngöùngñöôïcgoïinghieäm

rieângöùngvôùiñieàukieänbanñaàu(*) .
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Mֱc Ľ²ch giӶi h֓ thֵc Ľ֓ qui

µ Giaûi moätheäthöùcñeäqui laøñi tìm

nghieämtoångquaùtcuûanoù.

µ Neáuheäthöùcñeäqui coùkeømtheo ñieàu

kieänban ñaàu,ta phaûitìm nghieämrieâng

thoûañieàukieänbanñaàuñoù.
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Fibonacci (1170-1250)
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M֥t s֝ v² dֱ

Ví d 1ֱ(Dãy Fibonacci)

Bài toán:M֥tĽ¹ith֛(g֟mm֥tthĽֽ֛cvàm֥t

thc֛§i)cֵm֣ithángĽԎĽҼ֯cm֥tĽ¹ith֛

con(cȈngg֟mm֥tĽֽcvàm֥tcái),m֣iĽ¹i

thc֛on, khi tròn hai tháng tu֡i,lӴim֣i

thángĽԎra m֥tĽ¹ithc֛on và quá trình

sinhn c֫ tֵhԒtiԒpdi֑n.Tính Fn làsĽ֝¹ith֛

có t֫hángn?

9

M֥t s֝ v² dֱ

GiӶi:

Th§ng ĽӺu ti°n v¨ th§ng thֵ 2 ch֕ c· m֥tĽ¹ith֛.Sang

th§ng thֵ 3 Ľ¹i th֛ n¨y sԐ ĽԎ ra m֥t Ľ¹i th֛, v³ thԒ

th§ng n¨y sԐ c· hai Ľ¹i th֛ .V֧i n²3 ta có

Fn = Fn-1+SĽ֝¹ithĽ֛Ҽ֯csinhra t֫hángthnֵ.

Do cácĽ¹ithĽ֛Ҽ֯csinhra t֫hángthnֵ-1chҼa

ĽԎcon t֫hángthnֵ , và t֫hángnàym֣iĽ¹ith֛

có t֫hángn-2sԐĽԎraĽҼ֯cm֥tĽ¹ith֛connêns֝

Ľ֥ithĽ֛Ҽ֯csinhra t֫hángthnֵ chínhbԄngFn-2
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M֥t s֝ v² dֱ

NhҼvԀyvi֓cgiӶibài toánFobonaccidӾnta

t֧ivi֓ckhӶosátdãys(֝Fn), xácĽ֗nhb֫i

F1 = 1

F2 =1

Fn = Fn-1+Fn-2v֧in >2.
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M֥t s֝ v² dֱ

Ví dλ2: Moätcaàuthangcoùn baäc. Moãiböôùcñi

goàm1 hoaëc2 baäc. Goïix
n

laøsoácaùchñi heát

caàuthang. Tìm moätheäthöùcñeäqui chox
n

12
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Vôùi n = 1, ta coù  x
1

= 1.

Vôùi n = 2, ta coù  x
2

= 2 

Vôùi n > 2, ñeå  khaûo saùt x
n

ta  chia thaønh hai tröôøng hôïp loaïi 

tröø laãn nhau:

Tröôøng hôïp 1: Böôùc ñaàu tieân goàm 1 baäc.

Khi ñoù, caàu thang  coøn n-1 baäc neân soá caùch ñi heát caàu thang 

trong tröôøng hôïp naøy laø x
n-1

.

M֥t s֝ v² dֱ

13

V² dֱ

Tröôønghôïp2: Böôùcñaàutieângoàm2 baäc.

Khi ñoù,caàuthang coønn-2 baäcneânsoácaùchñi heát

caàuthangtrongtröôønghôïpnaøylaøx
n-2

.

Theo nguyeânlyùcoäng,soácaùchñi heátcaàuthang laø

x
n-1

+ x
n-2

. Do ñoùta coù:

x
n

= x
n-1

+ x
n-2

14

Vaäyta coùheäthöùcñeäqui tuyeántính thuaàn

nhaátcaáp2:

1 2

1 21, 2.

n n nx x x

x x

- -= +ë
ì
= =í

M֥t s֝ v² dֱ

15

Example3:The tower of Hanoi puzzle consists of three 

pegs mounted on a board and disks with different sizes.

How can we move the disks to the 2nd peg, following the 

rule: larger disks are never placed on top of smaller ones?16
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How can we move the disks to the 2nd peg, one in a 

time,following the rule: larger disks are never placed 

on top of smaller ones?

17

ÂLet Hn be the minimum number of  moves to complete the 

puzzle. First we must move the top (nð1) disks to the 3rd

peg, using at least Hnð1 moves 

18

ÁWe need one more move to take the largest disk to   peg 2

ÁThen carry (nð1) smaller disks from 3rd peg to the 2nd

peg, using at least Hnð1 moves . 

19

Âone more move to take the largest disk to   peg 2 

Âcarry (nï1) smaller disks from 3rd peg to the 2nd peg, 
using at least Hnï1 moves . 

Thus Hn = 2Hnï1 + 1

ÂIn fact we can prove by induction that 

Hn = 2 Hnï1 + 1

ÂFirst, move the top (nï1) disks to the 3rd peg, using at 

least Hnï1 moves 

Modeling with Recurrence 

Relations

20
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Hn = 2 Hnï1 + 1

ÂWe can prove by induction that 

ÂTo solve this recurrence relation, we write 

Hn + 1 = 2 Hnï1 + 2 = 2(Hn ï1+ 1)

ÂThis is a geometric progression, so the solution is:

Hn + 1 = C 2n

Since H1 = 1, we have C = 1 and 

Hn = 2nï1

E.g.  H64 = 18,446,744,073,709,551,615: 

It takes 500 billion years to solve the puzzle !!

21

Xeùtheäthöùcñeäqui tuyeántính thuaànnhaát

x
n

= a
1
x

n-1
+¥+ a

k
x

n-k
(2)

H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh thuӺn nhӸt

Phöông trình ñaëc tröng cuûa (2) laø phöông trình 

baäc k ñònh bôûi:

lk
- a

1
lk-1

-¥ - a
k

=  0 (*)

22

H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh thuӺn nhӸt

Tröôøng hôïp k = 1 

Phöông trình ñaëc tröng (*) trôû thaønh  

l- a
1

=  0 

neân coù nghieäm laø l
0

=  a
1

Khi ñoù, (2) coù nghieäm toång quaùt laø:

0

n

nx Cl=
23

H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh thuӺn nhӸt

V² dֱ: H֓ thֵc Ľ֓ qui

1

1

2 3 0;

1.

n nx x

x

-- =ë
ì
=í

laø moät heä thöùc ñeä qui tuyeán tính thuaàn nhaát caáp 1 

24
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H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh thuӺn nhӸt

Phöông trình ñaëc tröng:   2l- 3 = 0 coù nghieäm 

laø    l
0

= 3/2 

Do ñoù nghieäm toång quaùt laø:

3

2

n

nx C
å õ

= æ ö
ç ÷

25

H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh thuӺn nhӸt

Töø ñieàu kieän ban ñaàu  x
1

= 1, ta coù :

3
1

2
C* =

Suy ra: 

2

3
C=

Do ñoù nghieäm cuûa heä thöùc ñeä qui ñaõ cho laø:

1
3

2

n

nx

-

å õ
=æ ö
ç ÷

26

H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh thuӺn nhӸt

Tröôøng hôïp k = 2: 

Phöông trình ñaëc tröng (*) trôû thaønh:

l2 
- a

1
l- a

2
=  0 (*)

a) Neáu (*) coù hai nghieäm thöïc phaân bieät l
1

vaø 

l
2 
thì  (2) coù nghieäm toång quaùt laø: 

1 2

n n

nx A Bl l= +

27

H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh thuӺn nhӸt

b) Neáu (*) coù nghieäm keùp thöïc l
0

thì  (2) coù 

nghieäm toång quaùt laø: 

0( ) n

nx A nBl= +

28
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H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh thuӺn nhӸt

c) Neáu (*) coù hai nghieäm phöùc lieân hôïp ñöôïc 

vieát döôùi daïng löôïng giaùc :

(cos sin )r il j j= °

thì  (2) coù nghieäm toång quaùt laø: 

( cos sin )n

nx r A n B nj j= +

29

V² dֱ:

V² dֱ 1

V² dֱ 2

V² dֱ 3

1 22 3 0n n nx x x- -- + =

Giaûi caùc heä thöùc ñeä qui sau: 

1 1

0 1

4 12 9 0;

2; 4.

n n nx x x

x x

+ -- + =ë
ì
= =í

2 1

1 2

2 4 0;

4; 4.

n n nx x x

x x

+ +- + =ë
ì
= =í 30

M֥t s֝ v² dֱ

()1 22 3 0                  1n n nx x x- -- + =

Phöông trình ñaëc tröng cuûa (1) laø:

2l2 - 3l+ 1 =  0  (*)

coù hai nghieäm thöïc laø   l
1 
= 1 vaø l

2 
= 1/2. 

Do ñoù nghieäm toång quaùt cuûa (1) laø:

xn = A+  B(1/2)n 

31

M֥t s֝ v² dֱ

()1 1

0 1

4 12 9 0
                     2

2; 4.

n n nx x x

x x

+ -- + =ë
ì
= =í

Phöông trình ñaëc tröng cuûa (2) laø:

4l2 - 12l+ 9 =  0

coù nghieäm thöïc keùp laø   l
0

= 3/2. Do ñoù 

nghieäm toång quaùt cuûa (2) laø:

xn = (A +  nB)(3/2)n 

32



9

M֥t s֝ v² dֱ

Töø ñieàu kieän ban ñaàu x
0

= 2; x
1 
= 4 ta suy ra:

2

3
( ) 4

2

A

A B

=ë
î
ì

+ =îí

Suy raA = 2 vaø B= 2/3 

Vaäy nghieäm cuûa (2) 

laø:

xn = (3 +  n)(3/2)n-1

33

M֥t s֝ v² dֱ

()2 1

1 2

2 4 0
                                3

4; 4

n n nx x x

x x

+ +- + =ë
ì
= =í

Phöông trình ñaëc tröng cuûa (3) laø:

l2 - 2l+ 4 =  0 (*)

coù hai nghieäm phöùc lieân hôïp laø1 3il= °
Ta vieát hai nghieäm treân döôùi daïng löôïng giaùc: 

2(cos sin )
3 3

i
p p

l= °
34

Do ñoù nghieäm toång quaùt cuûa (3) laø 

1 22 ( cos sin )
3 3

n

n

n n
x C C

p p
= +

Töø ñieàu kieän ban ñaàu x
1

= 4; x
2 
= 4 ta suy ra:

1 2

1 2

1 3
2( ) 4

2 2

1 3
4( ) 4

2 2

C C

C C

ë
+ =î

î
ì
î
- + =

îí

Suy ra: 
1 21, 3C C= =

VԀy nghi֓m cֳa  (3) l¨ :2 (cos 3sin )
3 3

n

n

n n
x

p p
= +

35 36
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H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh kh¹ng 

thuӺn nhӸt

Xeùt heä thöùc ñeä qui tuyeán tính khoâng thuaàn nhaát

xn = a1xn-1+é + akxn-k +  fn (1)

Heä thöùc ñeä qui tuyeán tính thuaàn nhaát töông öùng 

laø:
xn = a1xn-1+é + akxn-k (2)

Phöông trình ñaëc tröng cuûa (2) laø: 

lk - a1l
k-1 -é - ak =  0(*)

37

H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh kh¹ng 

thuӺn nhӸt

Nghieäm toång quaùt cuûa (1) =

Nghieäm toång 

quaùt cuûa (2)

Moät nghieäm 

rieâng cuûa (1)

+

38

H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh kh¹ng 

thuӺn nhӸt

Caùch tìm moät nghieäm rieâng cuûa (1) khi veá  

phaûi f
n

cuûa (1) coù daïng ñaëc bieät nhö sau: 

µDӴng 1:  f
n

= bn
P

r
(n), trong ñoù P

r
(n) laø moät ña 

thöùc baäc r theo n; blaø moät haèng soá 

µDӴng 2:  f
n

= P
m
(n)cosnj+ Q

l
(n)sinnj, trong 

ñoù P
m
(n), Q

l
(n) laàn löôït laø caùc Ľa thֵcbaäc m, l 

theo n; jlaø haèng soá         (j ķp). 

µDӴng 3 :  f
n

= f
n1

+ f
n2
+¥+ f

ns
, trong ñoù  

caùc f
n1

, f
n2
,¥, f

ns
thuoäc 2 daïng ñaõ xeùt ôû treân 39

H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh kh¹ng 

thuӺn nhӸt

Khi ñoù ta xeùt  3 tröôøng hôïp nhoû:

TrҼ֩ng h֯p 1bkhoâng laø nghieäm cuûa phöông trình 

ñaëc tröng 

TrҼ֩ngh֯p2blaønghieämĽҺncuûaphöôngtrình

ñaëctröng

TrҼ֩ngh֯p3blaønghieämkép cuûaphöôngtrình ñaëc

tröng
40

DӴng 1:  f
n

= bn
P

r
(n),
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H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh kh¹ng 

thuӺn nhӸt

Neáu  bkhoâng laø nghieämcuûa phöông trình ñaëc 

tröng (*) thì (1) coù moät nghieäm rieâng  daïng:

xn = bnQr(n)

41

TrҼ֩ng h֯p 1.

H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh kh¹ng 

thuӺn nhӸt

Neáu blaønghieämñôn cuûaphöông trình ñaëc

tröng (*) thì (1) coùmoätnghieämrieângdaïng:

xn = nbnQr(n)

42

TrҼ֩ng h֯p 2.

H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh kh¹ng 

thuӺn nhӸt

Neáu blaønghieämkeùpcuûaphöôngtrình ñaëc

tröng (*) thì (1) coùmoätnghieämrieângdaïng:

xn = n2bnQr(n)

43

TrҼ֩ng h֯p 3.

H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh kh¹ng 

thuӺn nhӸt

Chú ý:

Q
r
(n) = A

r
n

r
+ A

r-1
n

r-1
+¥+ A

0
laøña thöùctoångquaùt

coùcuøngbaäcr vôùiP
r
(n), trong ñoùA

r
, A

r-1
,¥, A

0
laø

r+1 heäsoácaànxaùcñònh.

C§c h֓ s֝ x§c 

Ľ֗nh nhҼ thԒ n¨o 

?

Ñeåxaùcñònhcaùcheäsoátreânta caàntheáx
n
, x

n-1
,¥, x

n-k
vaøo

(1) vaøcho n nhaänr + 1 giaùtrò nguyeânnaøoñoùhoaëc

ñoàngnhaátcaùcheäsoátöôngöùngôûhai veáñeåñöôïcmoätheä

phöôngtrình. Caùcheäsoátreânlaønghieämcuûaheäphöông

trình naøy

44
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H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh kh¹ng 

thuӺn nhӸt

DӴng 2: f
n

= P
m
(n)cosnj+ Q

l
(n)sinnj

Khi ñoùta xeùtl
0

= cosj °isinj. Coù2 tröôøng

hôïpnhoû:

TrҼ֩ng h֯p 1l
0

= cosj °isinjkhoâng laø 

nghieäm cuûa phöông trình ñaëc tröng

TrҼ֩ng h֯p 2l
0

= cosj °isinj laø nghieäm 

cuûa phöông trình ñaëc tröng 
45

H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh kh¹ng 

thuӺn nhӸt

Neául
0

= cosj °isinjkhoânglaønghieämcuûa

phöông trình ñaëctröng (*) thì (1) coùmoät

nghieämrieângdaïng:

xn = Rk(n)cosnj+ Sk(n)sinnj

46

TrҼ֩ng h֯p 1.

H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh kh¹ng 

thuӺn nhӸt

Neául
0

= cosj °isinj laønghieämcuûaphöông

trình ñaëctröng (*) thì (1) coùmoätnghieämrieâng

daïng:

xn = n(Rk(n)cosnj+ Sk(n)sinnj)

47

TrҼ֩ng h֯p 2.

H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh kh¹ng 

thuӺn nhӸt

Ghi chú:

R
k
(n), S

k
(n) laøcaùcña thöùctoångquaùttheo n coù

baäck = max{m,l} vôùi2k+2 heäsoácaànxaùcñònh:

Rk(n) = Akn
k + Ak-1n

k-1+é+ A0

Sk(n) = Bkn
k + Bk-1n

k-1+é+ B0 

48
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H֓ thֵc Ľ֓ qui tuyԒn t²nh kh¹ng 

thuӺn nhӸt

DӴng 3 : f
n

= f
n1

+ f
n2

+¥+ f
ns

Baèngcaùchnhö treânta tìm ñöôïcnghieämrieâng

x
ni

(1¢i ¢s) cuûaheäthöùcñeäqui:

a0xn + a1xn-1+é + akxn-k =  fni

Khi ñoù x
n

= x
n1

+ x
n2
+¥+ x

ns
laø moät nghieäm rieâng cuûa (1) 

49

V² dֱ:

1 22 3 4 1.n n nx x x n- -- + = +

1 1

0 1

6 9 (18 12)3 ;

2; 0.

n

n n nx x x n

x x

+ -
ë - + = +
ì
= =í

2 1

1 1

0 1

4 12 9 (2 29 56)2 ;

1; 2.

n

n n nx x x n n

x x

-

+ -
ë - + = + +
ì
= =-í

2 13 2 cos (3 3 2)sin
4 4

n n n

n n
x x x

p p
+ +- + = - -

2

1 24 3 20 (2 )2 3.4n n

n n nx x x n -

- -- + = + - +

a)

b)

c)

d)

e)

50

1 22 3 4 1n n nx x x n- -- + = + (1)

V² Dֱ 1

Heä thöùc ñeä qui tuyeán tính thuaàn nhaát laø:

1 22 3 0n n nx x x- -- + = (2)

Phöông trình ñaëc tröng cuûa (2) laø:

2l2 - 3l+ 1 =  0 (*)

coù hai nghieäm thöïc laø   l
1

= 1 vaø l
2

= 1/2 

Do ñoù nghieäm toång quaùt cuûa (2) laø:

xn = C1 +  C2(1/2)n
51

Baây giôø ta tìm moät nghieäm rieâng cuûa (1).

Veá phaûi cνa  (1)  laø f
n

= 4n+1 coù daïng  P
r
(n) laø ña thöùc baäc r = 1 theo n.

Vì b= 1 laønghieämñôn cuûaphöôngtrình ñaëctröng (*) neân(1) coùmoät

nghieämrieângdaïng:

xn = n(an + b) (4)

Theá  (4) vaøo (1) ta ñöôïc:

2n(an+b) -3(n-1)[a(n-1)+b] + (n-2)[a(n-2) + b] = 4n + 1.

Cho n laàn löôït nhaän hai giaù tròn = 0; n = 1 ta ñöôïc heä:

1;

3 5.

a b
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Giaûi heä treân ta ñöôïc a = 2; b = -1. Theá vaøo (4) ta tìm ñöôïc moät nghieäm 

rieâng cuûa (1) laø:

xn = n(2n - 1) (5)

Töø (3) vaø (5) ta suy ra nghieäm toång quaùt cuûa (1) laø:

xn = C1 +  C2(1/2)n +  n(2n - 1) 

53 54
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